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УДК 62–50; 519.7; 519.8 

ИНТЕРВАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ * 

В. И. Левин, email: vilevin@mail.ru 

Пензенский государственный технологический университет 

Аннотация. Теория и разнообразные методы решения дифференци-

альных уравнений разработаны весьма подробно. При этом всегда 

предполагается, что все фигурирующие в уравнениях функции явля-

ются полностью определёнными. Однако на практике задачи, сводя-

щиеся к решению дифференциальных уравнений, часто связаны с ис-

следованием неполностью определённых систем. Поэтому в них могут 

возникать дифференциальные уравнения иного типа. Фигурирующие в 

них искомые функции являются неполностью определёнными. Соот-

ветственно этому и производные искомых функций в дифференциаль-

ных уравнениях данного типа оказываются неполностью определён-

ными. Это приводит к появлению новых классов дифференциальных 

уравнений, в которых фигурируют неполностью определённые функ-

ции, которые требуется отыскать, и неполностью определенные произ-

водные этих функций.  

Наиболее важными из этих классов дифференциальных уравнений яв-

ляются вероятностные дифференциальные уравнения, в которых иско-

мая и её производные являются случайными функциями, нечёткие 

дифференциальные уравнения, в которых искомая функция и её произ-

водные – нечёткие функции, и интервальные дифференциальные урав-

нения, где искомая функция и ее производные – интервальные функ-

ции. Первый класс дифференциальных уравнений связан с теорией ве-

роятностей, второй класс связан с теорией нечётких множеств, а тре-

тий – с интервальной математикой, дополненной понятиями предела 

интервальной функции и интервальной производной.  

В статье рассматривается обобщение обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений на интервальный случай. Дается общее понятие интер-

вально-дифференциального уравнения, его порядка, а также решения 

интервально-дифференциальных уравнений. Описан разработанный 

подход к решению интервально-дифференциальных уравнений. В 

частности, доказывается, что любое интервально-дифференциальное 

уравнение сводится к системе из двух обычных алгебраических урав-

нений. Дан алгоритм решения уравнений, состоящий из 5 шагов. 

Ключевые слова и фразы: интервально-дифференциальное уравнение;  

интервальная производная; система; неопределённость; обобщение. 

1 ВВЕДЕНИЕ  

В различных областях науки и техники очень часто встречаются зада-

чи, для решения которых нужно решить одно уравнение или систему 

                                                 
* ©  В.И. Левин, 2015. 

mailto:vilevin@mail.ru
http://www.penzgtu.ru/
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уравнений, содержащих производные искомых функций. Такие урав-

нения называются дифференциальными уравнениями. Теория и разно-

образные методы решения таких уравнений разработаны весьма по-

дробно [1]. При этом всегда предполагается, что все фигурирующие в 

уравнениях функции являются полностью определёнными. Однако на 

практике задачи, сводящиеся к решению дифференциальных уравне-

ний, часто связаны с исследованием неполностью определённых си-

стем. Поэтому в них могут возникать дифференциальные уравнения 

иного типа. Фигурирующие в них искомые функции являются неполно-

стью определёнными. Соответственно этому и производные искомых 

функций в дифференциальных уравнениях указанного типа оказыва-

ются неполностью определёнными. Настоящая работа является введе-

нием в изучение дифференциальных уравнений именно этого типа. 

2 МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

Будем использовать в качестве математического аппарата алгебру ин-

тервальных чисел [2], интервальный анализ [3] и интервально-диффе-

ренциальное исчисление [4]. 

В алгебре интервальных чисел различные операции совершаются 

над замкнутыми интервалами вещественных чисел, обычно опреде-

ляемыми в виде множеств 

}|{],[~
2121 aaaaaaa                                           (1) 

и рассматриваемыми как интервальные числа. Эти операции   опре-

деляются как теоретико-множественные обобщения соответствующих 

операций над вещественными числами 

}
~

,~|{
~~ bbaababa   .                                     (2) 

Таким образом, алгебраические операции над интервалами – сло-

жение, вычитание, умножение, деление – вводятся в виде 

}.
~

,~|/{
~

/~},
~

,~|{
~~},~|{~

},
~

,~|{
~~},

~
,~|{

~~

bbaabababbaababaaaakak

bbaabababbaababa




  (3) 

Из (3) вытекают формулы для вычисления результатов алгебраи-

ческих операций над интервальными числами 

]./1,/1[],[],/[],[
~

/~

)],(max),(min[],[],[
~~

,0],,[

,0],,[
],[~

],,[],[],[
~~

],,[],[],[
~~

12212121

,,
2121

12

21
21

12212121

22112121

bbaabbaaba

bababbaaba

kkaka

kkaka
aakak

bababbaaba

bababbaaba

ji
ji

ji
ji


















                   

(4) 

Объектом изучения интервального анализа являются интерваль-
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ные функции [3]. Интервальная функция – однозначное отображение 

множества замкнутых вещественных интервалов }~{x  (1), т.е. ],[~
21 xxx  , 

на аналогичное множество замкнутых вещественных интервалов }~{y  то-

го же вида, т.е. ],[~
21 yyy  . Символически интервальная функция записы-

вается следующим образом: 

)]~(),~([)~(
~

],,[~],,[~),~(
~~

212121где xfxfxfyyyxxxxfy  ,         (5) 

где x~  называется интервальной независимой переменной (интерваль-

ным аргументом), y~  – интервальной зависимой переменной, f
~

 – ин-

тервальной функцией, )(1 f  – нижней граничной функцией функции f
~

, 

а )(2 f  – верхней граничной функцией интервальной функции f
~

. 

Базовым понятием интервального анализа является понятие предела 

интервальной функции, которое вводится следующим образом. Незави-

симая интервальная переменная ],[~
21 xxx   интервальной функции (5) по 

определению неограниченно приближается к интервалу ],[~
02010 xxx  , ес-

ли при этом изменении 1x  неограниченно приближается к 01x , а 2x  – к 

02x , или символически 

),()~~( 0220110 xxxxxx  .                                (6) 

Аналогично определяется неограниченное приближение зависимой 

интервальной переменной ],[~
21 yyy   функции (5) к интервалу ],[~

02010 yyy  : 

),()~~( 0220110 yyyyyy  .                              (7) 

При этом если независимая переменная x~  своим неограничен-

ным приближением к интервалу 0
~x  вызывает неограниченное прибли-

жение зависимой переменной y~  к интервалу 0
~y , мы говорим, что пре-

дел интервальной функции (5) при x~ , стремящемся к 0
~x , равен 0

~y , или 

в символической записи 

0~~0~~

~)~(
~

lim~~lim
00

или yxfyy
xxxx




.                                  (8) 

Если функция (5) непрерывна, т.е. нижняя 1y  и верхняя 2y  грани-

цы зависимой переменной y~  суть непрерывные функции соответ-

ственно нижней 1x  и верхней 2x  границ независимой переменной x~ , то 

предел функции (5) равен значению функции в предельной точке 0
~x  

аргумента x~ , или символически 

)~(
~

)~(
~

lim 0~~
0

xfxf
xx




.                                         (9) 

Основным математическим понятием, используемым в статье, яв-

ляется понятие интервальной производной функции [3, 4]. Оно вво-



 Интервально-дифференциальные уравнения                               11 

 

 

 
 

дится на базе понятия обычной производной функции [1] следующим 

путём. Рассмотрим произвольную интервальную функцию f
~

 вида (5). 

Будем считать её непрерывной. Зафиксируем в ней значение независи-

мой переменной ],[~~
02010 xxxx  . Этому значению, в силу непрерывно-

сти функции, соответствует фиксированное значение функции )~(
~~

00 xfy  . 

Теперь определим приращения независимой и зависимой переменных 

нашей функции относительно этих фиксированных значений: 

)~(
~

)~(
~~~~,~~~

000 xfxfyyyxxx  ,                        (10) 

после чего составим отношение второго приращения к первому: 

)~~/())~(
~

)~(
~

()~~/()~~(~/~
0000 xxxfxfxxyyxy  .               (11) 

Предел отношения (11) при неограниченном приближении незави-

симой переменной x~  к её фиксированному предельному значению 0
~x , 

если он существует, называется интервальной производной функцией 

от исходной интервальной функции вида )~(
~

xf  (5) в точке 0
~x  и симво-

лически обозначается 
0

~
~

xy   или )~(
~

0
~ xf x : 

xyxfy
xx

xx
~/~lim)~(

~~

0
00 ~~

~~ 


,                                      (12) 

где x~  и y~  определяются формулами (10). 

Доказано [3, 4], что для существования в точке 0
~x  интервальной 

производной (12) от интервальной функции f
~

 (5) необходимо и доста-

точно, чтобы в некоторой окрестности этой точки, включая её саму, зна-

чения независимой переменной x~  функции f
~

 были невырожденными 

интервалами (т.е. интервалами с несовпадающими верхней и нижней 

границами). Но вырожденность интервала x~  возможных значений неза-

висимой переменной интервальной функции означает его превращение 

в обычную детерминированную величину. Таким образом, интервальная 

производная (12) от интервальной функции f
~

 (5) существует в любой 

точке 0
~x , в которой функция f

~
 является существенно интервальной по 

независимой переменной x~ . 

Как и в случае обычной производной [1], понятие интервальной 

производной (12) может быть обобщено путём повторного выполнения 

операции взятия производной. Причём интервальная производная xy~
~  из 

выражения (12) становится производной 1-го порядка, производная 

от xy~
~  – производной 2-го порядка xy~

~  , производная от xy~
~   – произ-

водной 3-го порядка xy~
~   и т.д. Производная любого n -го порядка )(

~
~ n

xy  

задаётся следующим выражением 
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,...3,2,1,])~([~ )1(
~

)(
~ 


nxyy

n
x

n
x ,                              (13) 

где 0
~

~
xy  означает исходную интервальную функцию вида )~(

~~ xfy  , опре-

деляемую по формуле (5). 

Согласно определениям (12), (13) интервальной производной лю-

бого порядка, все эти интервальные производные, как и исходная ин-

тервальная функция (5), при любом численном значении аргумента x~  

в виде некоторого интервала возможных значений ],[~
21 xxx   также при-

нимают численное значение в виде интервала возможных значений. 

Поэтому вычисление интервальной функции и интервальной производ-

ной от неё любого порядка состоит в вычислении нижних и верхних 

границ соответствующих интервалов. Вычисление интервальной функ-

ции f
~

 выполняется по формуле (5), задающей указанную функцию в 

виде пары «нижняя 1f  и верхняя 2f  граничные функции». Интервальная 

производная любого n -го порядка )~(
~~ )()(

~ xfy nn
x   вычисляется с помощью 

следующей формулы, выведенной в [3, 4]: 

  ,...3,2,1],,[~,
)(

)(2
,

)(

)(2
,~

21

12

12
1

12

12
1

)(
~,2

)(
~,1

)(
~ 




















nxxx
xx

yy

xx

yy
yyy

n

n

n

n
n
x

n
x

n
x (14) 

или, по-другому, 

  ,...3,2,1],,[~,
)(

))~()~((2
,

)(

))~()~((2
)~(),~()~(

~
21

12

12
1

12

12
1

)(
2

)(
1

)( 























nxxx
xx

xfxf

xx

xfxf
xfxfxf

n

n

n

n
nnn ,(15) 

где )(),(
)(

2
)(
~,2

)(
1

)(
~,1 

nn
x

nn
x fyfy  – нижняя и верхняя граничные функции ин-

тервальной производной функции n -го порядка )(
~~ )()(

~  nn
x fy  от исход-

ной функции )]~(),~([)~(
~

],[~
2121 xfxfxfyyy  , задаваемой формулой (5). 

Как видно из формул (14), (15), интервальная производная любо-

го n -го порядка, в отличие от обычной производной, выражается в 

явном виде через независимую переменную ],[~
21 xxx   и зависимую 

переменную )~(),~(],,[~
221121 xfyxfyyyy   исходной интервальной 

функции )]~(),~([)~(
~~

21 xfxfxfy  . Эта важная особенность интервальных 

производных функций принципиально упрощает теорию и методы 

решения интервально-дифференциальных уравнений. 

Мы условимся в дальнейшем в обозначении интервальной произ-

водной 
)(

~
~ n

xy  любого порядка n  оставлять обозначение точки x~  лишь в 

случае, когда нас интересует значение производной именно в этой точ-

ке, и опускать его, записывая производную в виде )(~ ny , в остальных слу-

чаях, когда нас интересуют её значения во всех точках.  
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3 ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ОБ ИНТЕРВАЛЬНО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 

Как хорошо известно из общей теории дифференциальных уравнений, 

предмет указанной теории – это те задачи, решение которых сводит-

ся к решению одного или нескольких уравнений, содержащих произ-

водные искомых функций. Такие уравнения называются дифференци-

альными. Более точно, дифференциальным уравнением называется со-

отношение, связывающее независимую переменную x , искомую функ-

цию )(xfy   и её производные различных порядков )(,...,, nyyy  . Если иско-

мая функция есть функция одной независимой переменной, то диффе-

ренциальное уравнение называется обыкновенным. Если искомая функ-

ция является функцией двух или более независимых переменных, диф-

ференциальное уравнение называется уравнением с частными произ-

водными. В настоящей работе рассматриваются только обыкновенные 

дифференциальные уравнения. 

Порядок старшей производной, которая входит в дифференциаль-

ное уравнение, называется порядком этого уравнения. Так, дифферен-

циальное уравнение n -го порядка имеет следующий общий вид: 

0),...,,,,( )(  nyyyyxF ,                                        (16) 

где )(F  – некоторая функция от переменных в скобках. В частных 

случаях в уравнение (16) могут и не входить переменные yx,  и от-

дельные производные от функции y  порядка ниже, чем n , но это не из-

менит порядка данного уравнения, который равен n . Таким образом, 

уравнения 0432  yyx  и 043  yy  имеют порядок 1, уравнения 03  yy  

и 0432  yyyx  – порядок, равный 2. 

Любая функция )(xfy  , которая при подстановке в уравнение (16) 

обращает его в тождество, называется решением уравнения. Например, 

функция xey   является решением уравнения 02  yyy , так как она 

при подстановке в это уравнение обращает его в тождество. 

Будем теперь рассматривать задачи, решение которых сводится к 

решению уравнений (одного или нескольких), содержащих интерваль-

ные производные искомых интервальных функций, которые были вве-

дены в разделе 2. Такие уравнения мы будем называть интервально-

дифференциальными. Более точно, интервально-дифференциальным 

уравнением мы будем называть соотношение, которое связывает незави-

симую интервальную переменную ],[~
21 xxx  , интервальную искомую 

функцию )~(
~~ xfy   (5) и её интервальные производные )(~,...,~,~ nyyy  . Если 

искомая интервальная функция является функцией одной независимой 

интервальной переменной, как в рассматриваемом случае, интервально-
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дифференциальное уравнение назовём обыкновенным. В случае, если 

искомая интервальная функция является функцией двух или более не-

зависимых интервальных переменных, интервально-дифференциальное 

уравнение назовём уравнением с частными интервальными производ-

ными. В этой работе будем рассматривать только обыкновенные интер-

вально-дифференциальные уравнения. 

Аналогично случаю обычных (детерминированных) дифферен-

циальных уравнений (16), порядок старшей производной, которая вхо-

дит в любое интервально-дифференциальное уравнение, назовём по-

рядком этого уравнения. Так, интервально-дифференциальное урав-

нение n -го порядка можно записать в следующем общем виде 

ayyyyxF n ~)~,...,~,~,~,~(
~ )(  ,                                       (17) 

где )(
~
F  – интервальная функция от переменных, находящихся в скоб-

ках, ],[~
21 xxx   – независимая интервальная переменная, ],[~

21 yyy   – зави-

симая интервальная переменная, находящаяся в функциональной 

зависимости )~(
~~ xfy   от независимой переменной ;~x а 

)(~,...,~,~ nyyy   – ин-

тервальные производные порядка n,...,3,2,1  от интервальной функ-

ции ],[~);~(
~~

21 aaaxfy   – числовой интервал. 

В частных случаях (аналогично детерминированным дифферен-

циальных уравнениям (16)) в интервально-дифференциальное уравне-

ние (17) могут и не входить интервальные переменные yx ~,~  и отдельные 

интервальные производные от функции y~  порядка ниже, чем n , но это 

не изменит порядка уравнения. Любая интервальная функция )~(
~~ xfy  , 

которая при подстановке в уравнение (17) обращает его в тождество, 

является решением этого уравнения. Наша задача заключается в 

нахождении систематического метода и алгоритма решения уравне-

ния (17). 

4 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ИНТЕРВАЛЬНО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Будем называть интервальную функцию алгебраической, если она по-

лучена путём суперпозиции интервальных алгебраических операций 

сложения, вычитания, умножения и деления (3) над независимыми ин-

тервальными переменными указанной функции. Далее будем предпола-

гать всегда, что интервальная функция F
~

, связывающая переменные 

в интервально-дифференциальном уравнении (17), является алгебраи-

ческой. В этих условиях справедлива следующая основная теорема. 

Теорема 1. Любое интервально-дифференциальное уравнение ви-
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да (17) эквивалентно некоторой системе из двух детерминированных 

алгебраических уравнений следующего вида: 









221212

121211

),,,(

),,,(

ayyxxF

ayyxxF
,                                          (18) 

где ],[~
21 xxx   – интервальная независимая переменная искомой интер-

вальной функции ],[~),~(
~~

21 yyyxfy   – интервальная зависимая перемен-

ная указанной интервальной функции, 1F , 2F  – некоторые детерминиро-

ванные функции, представляющие собой нижнюю и верхнюю границы 

интервальной связывающей функции F
~

 уравнения (17) (т.е. ],[
~

21 FFF  ). 

Доказательство. Согласно предположению, интервальная функ-

ция F
~

 от переменных )(~,...,~,~,~,~ nyyyyx   в уравнении (17) является алгебра-

ической. Следовательно, она имеет вид суперпозиции элементарных 

операций над указанными интервальными переменными. В свою оче-

редь, часть указанных интервальных переменных, а именно, производ-

ные )(~,...,~,~ nyyy  , по формуле (15) представляют собой суперпозиции 

элементарных алгебраических операций над интервальными перемен-

ными ],[~],,[~
2121 yyyxxx  , где )~(),~( 2211 xfyxfy  . Таким образом, ин-

тервальная функция F
~

 в уравнении (17) в целом может быть представ-

лена в виде суперпозиции элементарных алгебраических операций толь-

ко над интервальными переменными ],[~
21 xxx   и ],[~

21 yyy  . 

Учитывая, что указанными элементарными операциями являются 

сложение, вычитание, умножение и деление, определяемые выра-

жениями (3), и используя формулы (4) для выполнения этих операций, 

мы получим выражение левой части уравнения (17) в виде интервала, 

нижняя и верхняя границы которого представляют собой некоторые 

суперпозиции границ интервальных переменных ],[~],,[~
2121 yyyxxx  . 

Уравнение (17), таким образом, может быть переписано в явной ин-

тервальной форме 

],[)],,,(),,,,([ 212121221211 aayyxxFyyxxF  ,                         (19) 

где 1F  и 2F  – некоторые детерминированные функции. Но два интервала 

равны, только если равны их одноимённые границы [2]. Поэтому из (19) 

получаем эквивалентное ему условие (18). Но условие (19), как сле-

дует из приведенного доказательства, эквивалентно уравнению (17). 

Следовательно, условие (18) тоже эквивалентно уравнению (17), что и 

требовалось доказать. □ 

Как видно из теоремы 1, для решения произвольного интервально-

дифференциального уравнения (17) нужно действовать следующим об-

разом. 
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Алгоритм решения интервально-дифференциального уравнения. 

Шаг 1. Заменить в уравнении (17) все вхождения интервальных произ-

водных )(~,...,~ nyy   их выражениями (15) через искомую интервальную 

функцию )]~(),~([~
2211 xfyxfyy  . В результате интервально-дифферен-

циальное уравнение (17) преобразуется в интервально-алгебраическое 

уравнение с неизвестной переменной y~ . 

Шаг 2. Использовать выражения (4) для выполнения элементарных 

алгебраических операций над интервалами, выразить левую часть по-

лучившегося уравнения (17) в виде интервала, нижняя и верхняя грани-

цы которого имеют вид суперпозиций (функций) нижних и верхних 

границ интервальных переменных ],[~
21 yyy   и ],[~

21 xxx  . 

Шаг 3. Используя результаты шага 2, представить уравнение (17) в яв-

ной интервальной форме (19). 

Шаг 4. Приравняв в (19) одноимённые границы левой и правой частей, 

перейти к эквивалентной заданному интервально-дифференциальному 

уравнению (17) системе двух детерминированных алгебраических урав-

нений (18). 

Шаг 5. Решить систему уравнений (18). Найденное решение этой си-

стемы в виде )~(
~~ xfy  , где ],[~],,[~

2121 yyyxxx   ( )~(),~( 2211 xfyxfy  ) будет ис-

комым решением интервально-дифференциального уравнения (17).) 

5 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В этой статье показана возможность формирования дифференциальных 

уравнений на базе понятия интервальной производной, т.е. производ-

ной от недетерминированной функции, в которой переменные задаются 

с точностью до интервалов возможных значений. Новые уравнения поз-

воляют моделировать динамику систем с интервальной неопределённо-

стью их функций-характеристик. Главные отличия введённой интерваль-

ной производной и основанного на ней интервально-дифференциаль-

ного исчисления в том, что производная любого порядка от интерваль-

ной функции снова является интервальной функцией, причём эта про-

изводная выражается в явном виде через независимую и зависимую 

переменные первообразной функции. Благодаря этому свойству любое 

интервально-дифференциальное уравнение (17) легко сводится к экви-

валентной системе двух алгебраических уравнений (18), решение кото-

рых даёт решение исходного уравнения (17). 
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fully defined. However, in practice problems reducing to the solution of differential 

equations, are often associated with the study of certain incomplete systems. There-

fore, they may have another type of differential equations. Required functions of such 

equations are not completely certain. Accordingly, derivatives of the required func-

tions in differential equations of this type are not completely certain. It leads to emer-

gence of new classes of differential equations, which involve incompletely defined 

functions that you want to find, and not completely certain derivatives of these func-

tions.  

The most important of these classes of differential equations are stochastic differential 

equations where the function required and its derivatives are random functions, fuzzy dif-

ferential equations where function and derivatives are fuzzy functions, and interval differ-

ential equations, where function and its derivatives are interval functions. The first class 

of differential equations is connected with theory of probability, the second class of dif-

ferential equations is associated with theory of fuzzy sets, and the third class touches in-

terval mathematics and concepts of limit of interval function and interval derivative. 

The generalization of ordinary differential equations on the interval case is considered. 

The general concepts of interval-differential equation, its order, as well as the solution 

of interval differential equations are given. The approach to the solution of interval dif-

ferential equations is developed by author. It is proved that any interval-differential 

equation can be reduced to system of algebraic equations. The algorithm of 5 steps to 
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Аннотация. В работе рассматривается метод анализа иерархий и его 

проблемы выхода значений матрицы парных сравнений за фундамен-

тальную шкалу предпочтений. Метод анализа иерархий позволяет 

найти лучший из альтернативных вариантов, распределить ресурсы 

между альтернативами пропорционально их приоритетам, а также мо-

жет быть использован для сравнения сложных объектов в управлении 

качеством или в психолого-педагогическом тестировании. Данный ме-

тод основывается на парных сравнениях, в совокупности позволяющих 

ранжировать альтернативы на основе их попарного сравнения, выпол-

няемого экспертами. Ввиду влияния различных «человеческих факто-

ров» сравнения альтернатив могут оказаться несогласованными друг с 

другом, ввиду того, что каждое парное сравнение выполняется незави-

симо от другого, возможно в другое время. В результате получаемая 

матрица парных сравнений оказывается несогласованной, и метод ана-

лиза иерархий не позволяет принять обоснованное решение о рангах 

альтернатив. При этом согласованность матрицы парных сравнений 

проверяется по мультипликативному признаку, предложенному Т. Са-

ати вместе с фундаментальной шкалой предпочтений. Автором насто-

ящего исследования предложен новый подход к численной интерпре-

тации шкалы предпочтения альтернатив и оценке согласованности 

матрицы парных сравнений. В работе приводится процесс построения 

вероятностной шкалы предпочтений, а также описывается алгоритм 

оценки согласованности матрицы парных сравнений на основе стати-

стических испытаний. Также приводится сравнение метода оценки со-

гласованности матрицы парных сравнений, предложенного Саати, с 

методом, разработанным автором данной работы. 

Ключевые слова и фразы: метод анализа иерархий; вероятностная 

шкала предпочтения; согласованность матрицы парных сравнений; ал-

горитм оценки согласованности; коэффициенты согласованности; ими-

тационное моделирование. 

1 ВВЕДЕНИЕ 

В ситуациях многокритериального принятия решения в экономиче-

ских и социальных системах возникают задачи, связанные с выбором 

лучших из альтернативных вариантов, распределением ресурсов меж-
                                                           
*  © М. А. Беляев, 2015. 
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ду альтернативными производителями и т.п. Метод анализа иерархий 

[1] позволяет найти лучший из альтернативных вариантов, распреде-

лить ресурсы между альтернативами пропорционально их приорите-

там, а также может быть использован для сравнения сложных объек-

тов в управлении качеством или в психолого-педагогическом тестиро-

вании [2,3].  

Рассмотрим основные термины, которые будут встречаться в 

данной работе.  

Главным процессом метода анализа иерархий является парное 

сравнение. Это сравнивание двух объектов по заданному признаку для 

установления степени предпочтения одного объекта другому. 

При сравнении объектов степень предпочтения оценивается по 

фундаментальной шкале предпочтений, предложенной в [1] и исполь-

зуется в методе парных сравнений. После проведения метода парных 

сравнений полученные значения собираются в матрицу парных срав-

нений. Это квадратная A матрица размерности (n×n), элементы кото-

рой отражают результаты попарных сравнений n элементов. Элемент 

aij равен отношению предпочтения i-го объекта j-му объекту. Это от-

ношение измеряется по фундаментальной шкале. Если при этом aij=k, 

то aij=1/k. Итак, матрица парных сравнений является диагональной 

(aii=1) и обратно симметричной (aij=1 / aji) при i,j=1,…,n. 

Для возможности принятия решений по полученной матрице 

парных сравнений она должна быть согласованной. Согласован-

ность – свойство матрицы парных сравнений, состоящее в том, что 

результаты сравнения i-го и j-го элементов, а также j-го и k-го элемен-

тов, позволяют получить результат сравнения i-го и k-го элементов. 

При отклонении от полной согласованности получение результата 

сравнения i-го и k-го элементов становится приблизительным. 

Согласованность оценивается с помощью численного показателя 

отклонения матрицы парных сравнений от согласованного вида, назы-

ваемого индексом согласованности. 

Стохастический индекс согласованности – это статистический 

численный показатель отклонения матрицы парных сравнений от со-

гласованного вида, характеризующий случайным образом составлен-

ную матрицу. Такой индекс зависит только от порядка матрицы пар-

ных сравнений.  

Относительный индекс согласованности – это численный пока-

затель отклонения матрицы парных сравнений от согласованного ви-

да, оценивающий степень несогласованности матрицы по сравнению 

со стохастическим индексом несогласованности. 

Рассматриваемый нами метод основывается на парных сравнени-
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ях, в совокупности позволяющих ранжировать альтернативы на осно-

ве их попарного сравнения, выполняемого экспертами. Для попарного 

сравнения факторов автором метода Саати предложена специальная 

оценочная шкала, от 1 до 9, состоящая из 5 основных и 4 промежу-

точных суждений.  

Степень пред-

почтения 
Определение Комментарий 

1 Равна предпочтительность 

Две альтернативы одинаково 

предпочтительны с точки зрения 

цели 

3 
Средняя степень предпочтения 

(слабо значимое) 

Опыт эксперта позволяет считать 

одну из альтернатив немного 

предпочтительнее другой 

5 

Умеренно сильное предпочте-

ние 

(значимое) 

Опыт эксперта позволяет считать 

одну из альтернатив явно пред-

почтительней другой 

7 
Очень сильное предпочтение 

(очень значимое) 

Опыт эксперта позволяет считать 

одну из альтернатив гораздо 

предпочтительней другой 

9 Абсолютное предпочтение 

Очевидно подавляющее предпо-

чтение одной альтернативы дру-

гой 

Таблица 1. Фундаментальная шкала предпочтений 

При этом значения 2, 4, 6, 8 соответствуют промежуточным значени-

ям уровня предпочтения. 

 Ввиду влияния различных «человеческих факторов» сравнения 

альтернатив могут оказаться несогласованными друг с другом – по-

скольку каждое парное сравнение выполняется независимо от друго-

го, причём, возможно, в другое время. В результате получаемая мат-

рица парных сравнений оказывается несогласованной, и метод анали-

за иерархий не позволяет принять обоснованное решение о рангах 

альтернатив. При этом согласованность матрицы парных сравнений 

проверяется по мультипликативному признаку, предложенному Саати 

одновременно с фундаментальной шкалой предпочтений. 

2 ПРОТИВОРЕЧИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ШКАЛЫ 

В [1] согласованность парных сравнений описывается следующим об-

разом: «В общем случае, под согласованностью подразумевается то, 

что при наличии основного массива необработанных данных все дру-

гие данные логически могут быть получены из них» 1. Однако такое 

правило противоречит организации шкалы предпочтений, используе-
                                                           
1  Пунктуация приведена согласно [1] (примечание редакции). 
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мой в методе анализа иерархий, что в свою очередь ограничивает воз-

можности применения метода в некоторых технических и экономиче-

ских задачах [4]. 

Для дальнейшего рассмотрения введём обозначения. Пусть зна-

чение предпочтения альтернативы а над альтернативой b равно p, то-

гда пишем ba
p

 ; значение предпочтения альтернативы b над альтерна-

тивой c равно q, пишем cb
q

 ; значение предпочтения альтернативы а 

над альтернативой c равно r, пишем ca
к

 . 

Предпочтения являются согласованными, если r =f(p,q). 

Как несложно показать на основе изложенного выше, можно счи-

тать, что в [1] используется функция f(p,q) = p*q. При этом значения 

p,q изменяются в пределах основной шкалы от 1 до 9. Если же «пред-

почтение» оказывается обратным, то есть не альтернатива а предпо-

чтительнее альтернативы b, а наоборот, то используется обратное зна-

чение величины предпочтения альтернативы b альтернативе а, то есть, 

если ab
p

 , то ba
p

1

  [5]. Например, если ab
4

 , то ba
4

1

 . (Из этого правила 

и следует обратная симметричность матрицы парных сравнений A, 

задаваемая равенствами nji
a

a
ji

ij ,1,,
1

 .) При этом значения пред-

почтений альтернатив a, b и c, равные ba
p

 , cb
q

 , ca
к

 , считаются со-

гласованными, если r=p*q. 

Например, при значении степени предпочтения альтернативы а 

альтернативе b равном 9, ba
9

 , и значении степени предпочтения аль-

тернативы b альтернативе c равном 8, cb
8

 , значение согласованной 

степени предпочтения альтернативы а альтернативе c должно рав-

няться 72, ca
72

 , которое придется интерпретировать как «абсолютное 

предпочтение», ca
9

 , что хотя и соответствует интуитивно «абсолют-

ным предпочтениям» альтернативы а альтернативе b и альтернативы b 

альтернативе c, но не вписывается в заданную изначально шкалу сте-

пеней предпочтений от 1 до 9. Таким образом, получается, что исход-

ная матрица не согласована и, вследствие этого, не может служить ос-

новой для принятия решения. 
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Пусть имеется n альтернатив A1,A2,…,An-1,An. Обозначим aik = 

Pr(AiAk) степень предпочтения альтернативы Ai альтернативе Ak. То-

гда для согласованности матрицы парных сравнений значения aik = 

Pr(AiAk) должны соответствовать таблице 2. Но значения в затенен-

ных частях таблицы, как указывалось выше, выходят за пределы ис-

ходной шкалы. 

P(AiAJ) = 

(AiAk) * 

P(AkAj) 

P(AiAk) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

P
(A

k


A
j)

 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 

3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 

4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 

5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 

6 6 12 18 24 30 36 42 48 54 

7 7 14 21 28 35 42 49 56 63 

8 8 16 24 32 40 48 56 64 72 

9 9 18 27 36 45 54 63 72 81 

Таблица 2. Согласованные предпочтения в соответствии со шкалой Саати. 

В связи с приведёнными примерами возникает потребность по-

строения более адекватной шкалы предпочтений и её интерпрета-

ции, соответствующей интуитивным представлениям о предпочте-

нии, которое эта шкала будет моделировать.  

3 ПОСТРОЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТНОЙ ШКАЛЫ  

СТЕПЕНИ ПРЕДПОЧТЕНИЯ АЛЬТЕРНАТИВ 

Чтобы преодолеть противоречие выхода за фундаментальную шкалу 

предпочтений, предлагается трактовать значение ija  как ответ на 

вопрос «Какова вероятность того, что i-я альтернатива предпочти-

тельнее j-й альтернативы?». 

Рассмотрим связь вероятности того что Ai предпочтительнее Аk, 

то есть P(Ai  Ak), вероятность того что Ak предпочтительнее Аj, то 

есть P(Ak  Aj) и вероятность того что Ai предпочтительнее Аj, то 

есть P(Ai  Aj)? 
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Для этого требуется решить вероятностную задачу: пусть из-

вестно, что случайные числа a,b,c равномерно распределены в задан-

ных  интервалах на одной шкале и заданы вероятности P(a>b) и 

P(b>c). Определить вероятность P(a>с). 

Решить данную задачу можно двумя способами. Первый спо-

соб – это аналитическое решение, которое вычисляется через гео-

метрическую вероятность. Второй способ заключается в компью-

терном имитационном моделировании геометрической вероятности, 

задавая случайные величины с равномерным распределением в 

определенных интервалах. Ввиду того, что вычисление геометриче-

ской вероятности требует громоздких математических вычислений, 

задача была решена с помощью второго способа – имитационного 

моделирования. 

Решить задачу моделирования геометрической вероятности для 

заданных значений P(a>b) и P(b>c) можно с помощью имитацион-

ного моделирования [2]. Для этого достаточно, смоделировать слу-

чайные величины с равномерными распределениями в таких интер-

валах, которые обеспечивают вероятности P(a>b) и P(b>c). Затем 

произвести достаточно большое число испытаний для получения 

репрезентативной выборки, и вычислить приближенное значение 

вероятности P(a>с) как частоту события (a>с) в полученной выбор-

ке. 

При построении имитационной модели необходимо учитывать, 

что интервалы для случайных величин a, b и c выбираются в зави-

симости от значений p = P(a>b) и q = P(b>c). 

Отметим, что приведенный пример вычислен с определенной 

степенью точности, но ничто не препятствует вычислению согласо-

ванных степеней превосходства и для дробных значений шкальных 

оценок 

Результаты имитационного моделирования показывают адекват-

ность использования вероятностной шкалы, результаты которого 

можно увидеть в таблице 3.  

P(AiAJ) 
P(AiAk) (p(a>b) = p) 

0.5 0.5625 0.625 0.6875 0.75 0.8125 0.875 0.9375 1.0 

P
(A

k


A
j)

 

(p
(b

>
c
) 

=
 q

) 

0.5 0.49 0.56 0.62 0.68 0.74 0.81 0.87 0.93 0.99 

0.5625 0.56 0.61 0.67 0.72 0.78 0.83 0.89 0.94 0.99 

0.625 0.62 0.67 0.71 0.76 0.81 0.85 0.9 0.95 0.99 

0.6875 0.68 0.72 0.76 0.8 0.84 0.88 0.92 0.96 0.99 
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0.75 0.75 0.78 0.81 0.84 0.87 0.9 0.93 0.97 1.0 

0.8125 0.81 0.83 0.85 0.88 0.9 0.92 0.95 0.97 1.0 

0.875 0.87 0.89 0.9 0.92 0.93 0.95 0.96 0.98 1.0 

0.9375 0.93 0.94 0.95 0.96 0.96 0.97 0.98 0.99 1.0 

1.0 0.99 0.99 0.99 0.99 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

Таблица 3 Согласованные предпочтения  

в соответствии с вероятностной шкалой 

В таблице 4 можно увидеть предложенную вероятностную шкалу 

которая получилась путем деления вероятности от 0,5 до 1 на 8 рав-

ных частей. Если объекты равнозначны, то предпочтение одного 

другому проявляется с вероятностью 0,5. Если объект А предпочти-

тельнее В с оценкой 9, то предпочтение одного другому проявляет-

ся с вероятностью 1. Промежуточные значения шкалы нарастают 

равномерно по 0,125 на каждый балл оценки предпочтения. 

Фундаментальная 

шкала 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Вероятностная 

шкала 
0.5 0.5625 0.625 0.6875 0.75 0.8125 0.875 0.9375 1.0 

Таблица 4. Вероятностная шкала 

4 МЕТОД ОЦЕНКИ СОГЛАСОВАННОСТИ  

ДЛЯ ВЕРОЯТНОСТНОЙ ШКАЛЫ ПРЕДПОЧТЕНИЙ 

После получения согласованных уровней предпочтений возникает 

проблема согласованности экспертных оценок, так как алгоритм 

оценки согласованности матрицы парных сравнений, предлагаемый 

Саати, построен для мультипликативной функции и не подходит для 

вероятностной шкалы.  

Поэтому требуется новая мера рассогласованности матрицы пар-

ных сравнений, в качестве которой предлагается использовать квадра-

тичную меру различия матриц  
ji

jiij baBA
,

2))ln()(ln( , вычис-

ленную для исходной матрицы парных сравнений А и полностью со-

гласованной матрицы В, полученной по (n-1) элементам матрицы А. В 

данной формуле были использованы натуральные логарифмы[4], так 

как фундаментальная шкала Саати имеет схожее поведение. 

Тогда индекс рассогласованности CI будет определяться форму-

лой 

CI =||AP – AP*||, 

где: 
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AP – матрица парных сравнений полученная по вероятностной шкале;  

AP* – полностью согласованная матрица, полученная по матрице АР, 

редуцированной до 1-й строки.  

Стохастический индекс рассогласованности RI вычислен как 

усреднённое значение меры рассогласованности – при случайно за-

полнении МПС с сохранением её асимметричности.  

Таким образом, многократно задавая «случайную матрицу» AP 

заданного порядка n, с элементами из интервала (0,1) и удовлетворя-

ющими аддитивной антисимметрии (apij=1—apji), редуцируя её до 1-й 

строки, вычисляя полностью согласованную матрицу AP* , а затем – 

индекс рассогласованности СI, можно получить достаточно большую 

выборку дающую «устойчивое» среднее значение индекса рассогла-

сования при большом количестве испытаний. Такое среднее значение 

и будет «стохастическим индексом рассогласованности», аналогич-

ным индексу RI в алгоритме Саати. 

5 АНАЛИЗ МЕТОДОВ ИНТЕРПРЕТАЦИИ  

СТЕПЕНИ ПРЕДПОЧТЕНИЯ  

ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ РАЗЛИЧНЫХ ШКАЛ 

Заключительный шаг в определении степени рассогласованности 

вероятностной матрицы парных сравнений АР аналогичен шагу ал-

горитма Саати. А именно, в качестве «относительного индекса рас-

согласованности» матрицы АР берётся отношение величин CI и RI 

[6]:  

I

I
R

R

C
C  . 

Автором было проведено сравнение графиков метода расчета 

оценки рассогласованности матрицы парных сравнений, предложен-

ного автором статьи, и метода Саати (см. рис. 1 ниже). 

Сопоставление графиков изменения CR показывает сходное пове-

дение функции относительного рассогласования при вычислении от-

клонения от согласованной матрицы по метрике, используемой Саати 

(через максимальное собственное число матрицы) и по естественной 

(евклидовой) метрике. При n=3, случайным образом выбирается толь-

ко один элемент матрицы AP, который и отражается на оси абсцисс. 

При заданных значениях элементов первой строки матрицы парных 

сравнений, полностью согласованным значением для ap23 является 

число 1,5. Синий график «логарифмически симметричен» относи-

тельно согласованного значения 1,5 (слева от 1,5 степень рассогласо-

вания становится отрицательной, если отразить значения относитель-



Вероятностный подход к решению многокритериальных задач …              27 

 

 

но оси ОХ), а красный график станет симметричным относительно 

значения 1,5, если левую часть растянуть в 9 раз. 

 
Рисунок 1. Сравнение графиков метода Саати и естественного метода (n=3) 

Это позволяет сделать вывод, что можно использовать и «есте-

ственный» метод для оценки рассогласованности матриц парных 

сравнений. Для этого остается лишь определить интервал допустимых 

отклонений CI от 0 (полная согласованность). 

В алгоритме Саати задана допустимая граница для индекса рас-

согласованности CI < 0.1, Такому ограничению удовлетворяют значе-

ния 23a  от 0,64 до 3,56 (по фундаментальной шкале). Как видно из 

графика на рис. 1, в случае использования «вероятностной шкалы», 

допустимой границей становится CI < 0,55.  

6 ВЫВОДЫ 

Мной была разработана вероятностная шкала предпочтений для ме-

тода анализа иерархий, которая позволяет преодолеть проблему 

противоречивости мультипликативной интерпретации предпочте-

ния, состоящую в выходе оценок за границы фундаментальной шка-

лы Саати.  

Разработан и описан универсальный метод, который дает воз-

можность оценивать согласованность матрицы парных сравнений 

составленных как с помощью фундаментальной шкалы Саати, так и 

с помощью вероятностной шкалы. 
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Abstract. This work examine method of analytic hierarchy process and problems of out-

put of the matrix paired comparisons as fundamental scale of preferences. Analytic hi-

erarchy process allow find best of alternative options, allocate resources between alter-

native options in proportion of their priority. Also could be used for compare difficult 

objects in quality control or psycho-pedagogical testing. This method based on paired 

comparisons, in the aggregate allow rank alternatives based on pairwise comparisons 

performed by experts. Due to the impact of various “human factors” comparison of al-

ternatives might turn up inconsistent with each other since each paired comparison per-

formed independent from other or possible at another time. As result, received matrix 

paired comparisons appear inconsistent, and analytic hierarchy process can’t allow ac-

cept reasonable decision of ranks of alternatives. Wherein consistency of matrix paired 

comparisons tested on the basis of the multiplicative attribute, proposed by T. Saaty 

fundamental scale of preferences. Author of present research offer new approach to nu-

merical interpretation scale of preferences of alternatives and evaluate of consistency of 

matrix paired comparisons. This work present the process of building a probability scale 

of preferences, and also describes algorithm for estimating the coherence matrix of 

pairwise comparisons based on statistical tests. In addition, present comparison method 

evaluate of consistency of matrix-paired comparisons proposed by Saaty with method 

developed by author of this work. 

Key words and phrases: analytic hierarchy process; probability scale of preference; 

consistency of matrix-paired comparisons; algorithm for consistency of matrix-paired 

comparisons; mismatch coefficients; simulation modeling. 
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Аннотация. В работе предлагается модель анализа текста на естествен-

ном языке, учитывающая общепринятое разбиение процесса анализа на 

этапы (графематический, морфологический, синтаксический, семан-

тико-прагматический), но не требующая промежуточных вспомогатель-

ных этапов для сокращения неизбежно возникающих вследствие омони-

мии множественных вариантов анализа единиц текста (символов, слов, 

словосочетаний, предложений). Результаты всех этапов (уровней) ана-

лиза представляются в модели единообразно, в виде графов интерпрета-

ций текста, что позволяет в компактной форме хранить все многочис-

ленные варианты анализа. Ключевой особенностью предлагаемой мо-

дели является одновременное проведение анализа текста на нескольких 

уровнях, при этом более глубокие этапы обработки текста управляют 

предшествующими, запрашивая у них интерпретацию (вариант анализа) 

очередной единицы текста и выполняя затем проверку корректности 

этой интерпретации относительно текущего уровня и построение интер-

претации этого уровня. В случае некорректности интерпретации, полу-

ченной с предыдущего этапа, и соответственно, невозможности постро-

ить интерпретацию текущего уровня, для продолжения анализа выпол-

няется запрос другой интерпретации предшествующего уровня. Тем са-

мым возможен полный просмотр пространства интерпретаций единиц 

текста на всех его уровнях.   

Поскольку рассматриваемая модель реализует поиск вглубь в простран-

стве интерпретаций, построение интерпретации наиболее глубокого 

уровня возможно уже для начальных фрагментов текста, без проведения 

полного анализа текста. В работе описываются базовые операции над 

графами интерпретаций текста и необходимая организация процедур 

анализа каждого уровня. Характеризуется также общая схема много-

уровневой обработки текста, указываются особенности ее реализации 

на функционально-объектном языке программирования с использова-

нием «ленивых» вычислений. 

Ключевые слова и фразы: анализ текста на естественном языке; 

уровни и этапы анализа текста; пространство интерпретаций текста; 

графы интерпретаций; модель многоуровневого анализа текста. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

В последние годы растет количество программных приложений, требу-

ющих автоматической обработки текста на естественном языке (АОТ). 

Чаще всего анализ неструктурированного текста требуется в системах 

информационного поиска, вопросно-ответных системах, системах ма-

шинного перевода, при решении задач реферирования и аннотирования 

текстов, извлечения информации из текстов.  

Процесс анализа текста включает обычно несколько последова-

тельных этапов [1], в том числе графематический анализ (выделение в 

тексте слов-лексем, или токенов), морфологический анализ выделен-

ных словоформ, синтаксический анализ предложений и словосочета-

ний, а также этап семантико-прагматического анализа. Отметим, что ко-

личество выполняемых этапов анализа зависит от решаемой приклад-

ной задачи, а последовательность их выполнения обычно соответствует 

уровням обработки текста – от поверхностных к более глубоким. 

Одной из серьёзных проблем, касающихся всех этапов анализа, яв-

ляется проблема неоднозначности – как правило, на каждом этапе воз-

можно несколько вариантов анализа (интерпретаций) единиц текста, 

причём выбор правильного варианта в общем случае не может быть 

сделан без привлечения информации, получаемой на более глубоких 

уровнях анализа. В частности, разрешение такой неоднозначности, как 

морфологическая омонимия (совпадение различных форм одного или 

нескольких разных слов: например, мою – это форма глагола мыть или 

же местоимения мой) обычно осуществляется с учётом локальных син-

таксических связей слов, т.е. информации уровня синтаксического ана-

лиза.  

В действующих системах АОТ проблема неоднозначности обычно 

решается путем введения дополнительных, промежуточных этапов ана-

лиза, на которых отбрасывается часть вариантов анализа за счёт опере-

жающего применения отдельных проверок, относящихся к более глу-

боким уровням анализа. Например, дополнительный этап постморфо-

логической обработки служит для разрешения морфологической омо-

нимии на основе выявления некоторых видов синтаксических связей. В 

целом такой путь усложняет общую схему анализа, делает его менее 

эффективным из-за дублирования отдельных операций (проверок), и в 

то же время не решает проблему полностью, так как оставляет часть 

некорректных интерпретаций, отбрасываемых только на последующих 

этапах анализа. 

В данной работе предлагается модель анализа текста на естествен-

ном языке, учитывающая общепринятое разбиение процесса анализа на 



Модель многоуровневого анализа текста на основе поиска вглубь ...          33 

 

 

этапы и не требующая введения вспомогательных промежуточных эта-

пов для сокращения получающихся вариантов анализа. Результаты каж-

дого этапа анализа представляются в модели единообразно, в виде гра-

фов интерпретаций [2], позволяющих в компактной форме хранить все 

множество вариантов анализа. Построение интерпретации наиболее 

глубокого уровня возможно уже для начальных фрагментов текста – за 

счёт организации поиска вглубь в пространстве интерпретаций всех 

уровней анализа.  

Некоторые аспекты предлагаемой модели близки к идеям поточ-

ной обработки текста и учёта многовариантности анализа, высказан-

ным в работах [3–5]. В системах LT-NSL и Wraeltic для реализации раз-

личных этапов обработки используются параллельные процессы опе-

рационной системы, передающие данные друг другу последовательно, 

что позволяет обрабатывать большие тексты, не храня их полностью в 

памяти. В проекте системы CAFE [5] процессы анализа более глубокого 

уровня предоставляют предыдущим уровням обратную связь, влияю-

щую на отбор интерпретаций на предыдущих уровнях. Также необхо-

димо отметить работу [6], где был предложен эффективный алгоритм 

синтаксического анализа с учётом неоднозначности. Предлагаемая 

нами модель использует схожие элементы, однако направлена не на 

один этап анализа, а на интеграцию различных этапов. 

В рассматриваемой модели многоуровневого анализа текста более 

глубокие этапы анализа управляют предшествующими, получая от них 

результаты – интерпретации фрагментов текста – и осуществляя их от-

бор. Модель реализована на функционально-объектном языке програм-

мирования Scala [7]. Особенностью функциональной реализации явля-

ется использование т.н. ленивых вычислений, в частности, «ленивая ре-

ализация» графов интерпретаций [8]. В недавних работах [9, 10] лени-

вые вычисления применяются для реализации синтаксического анализа 

с учётом многовариантности деревьев разбора, в нашей же модели ле-

нивая реализация характерна для всех этапов анализа. 

2.  ЭТАПЫ АНАЛИЗА И ИНТЕРПРЕТАЦИИ  

Общепринятым подходом к организации анализа текстов на естествен-

ном языке является выделение нескольких последовательных этапов, 

каждый из которых решает задачи анализа текста на одном из его уров-

ней. К основным уровням относятся  

 уровень символов,  

 уровень слов (словоформ),  

 уровень предложений (синтаксических конструкций),  

 уровень высказываний.  
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Каждый этап, в том числе графематический, морфологический, синтак-

сический анализ реализует переход с одного уровня на следующий, бо-

лее глубокий.  

Важно, что при таком подходе различные этапы анализа могут 

быть реализованы с помощью независимо разработанных программ-

ных модулей, что значительно снижает сложность построения систем 

АОТ. В то же время жёсткая последовательность применения этапов к 

обрабатываемому тексту ограничивает решение проблемы неоднознач-

ности анализа, неизбежно возникающей на каждом из уровней.  

Будем называть интерпретацией некоторой единицы текста или 

всего текста один из вариантов их анализа на каком-либо уровне. Мно-

жество интерпретаций текста на графематическом уровне включает 

всевозможные способы его разбиения на лексемы (токены). Интерпре-

тации на морфологическом уровне охватывают различные варианты 

анализа словоформ текста, более точно – всевозможные сочетания этих 

вариантов, например, фрагмент “Я мою пол на кухне” имеет 24 различ-

ных интерпретации (я – один вариант анализа, мою – два варианта, со-

ответствующих глаголу и местоимению, пол – три: существительное в 

двух разных падежах и краткое прилагательное, на – два: частица и 

предлог, кухне – два, соответствующих разным падежам). На синтакси-

ческом уровне интерпретации включают различные синтаксические де-

ревья для одного фрагмента текста. 

Проблему составляет именно множественность интерпретаций 

текста, поскольку отбор правильной интерпретации из всего множества 

допустимых на текущем уровне может быть сделан в общем случае 

только на следующих уровнях анализа. Передача же на следующий этап 

всего множества интерпретаций значительно затрудняет анализ, осо-

бенно для случаев больших текстов (количество интерпретаций часто 

экспоненциально растет с увеличением длины текста).  

Для сокращения числа интерпретаций, передаваемых на следую-

щий этап анализа, часто вводятся дополнительные, промежуточные 

этапы анализа. Так, например, синтаксический анализ часто предваря-

ется этапом постморфологического анализа, призванного разрешить 

морфологическую омонимию. В целом такой подход с введением про-

межуточных этапов анализа имеет ряд недостатков. Во-первых, введе-

ние дополнительных проверок усложняет общую схему анализа и де-

лает её менее прозрачной. Во-вторых, фильтрация интерпретаций сред-

ствами более простыми, чем полный анализ на следующих уровнях, 

способна отсеять верные интерпретации, которые не были бы далее от-

брошены, и в то же время оставить интерпретации, некорректность ко-

торых определилась на следующих этапах. 
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В предлагаемой нами модели анализа текста можно обойтись без 

введения промежуточных этапов анализа за счёт трёх следующих поло-

жений. 

 Анализ текста и его единиц ведётся сразу на нескольких уровнях 

и завершается построением некоторой интерпретации наиболее 

глубокого уровня, не дожидаясь полного завершения анализа 

всего текста (и рассмотрения всех возможных интерпретаций). 

 Каждый этап анализа управляет предшествующим этапом, запра-

шивая у него очередной элемент интерпретации и осуществляя 

затем его обработку, включая проверку на корректность и постро-

ение соответствующего элемента интерпретации следующего 

уровня. 

 В каждый момент происходит построение одной интерпретации; 

в случае невозможности продолжить её построение происходит 

запрос другой интерпретации предшествующего уровня для про-

должения анализа. Тем самым возможен полный просмотр всего 

пространства интерпретаций. 

Указанные свойства модели обеспечиваются, во-первых, использу-

емым на каждом уровне анализа внутренним представлением данных 

(интерпретаций текста) в виде графа интерпретаций, и, во-вторых, 

определённой внутренней организацией процедур-этапов анализа. 

Граф интерпретаций каждого уровня позволяет хранить множество ин-

терпретаций в компактном виде и проводить анализ только части из 

них. Внутренняя организация процедур-этапов требует, чтобы они поз-

воляли получать результаты анализа текста по частям, не дожидаясь за-

вершения предыдущей процедуры и рассмотрения всех интерпретаций. 

Рассматриваемая модель в определенной степени моделирует ана-

лиз текста человеком, который по мере прочтения текста сразу строит 

некоторую интерпретацию его смысла, не дожидаясь его окончания. 

При этом, если очередной фрагмент текста не согласуется с уже постро-

енной интерпретацией, то делается попытка найти другую интерпрета-

цию, соответствующую всему прочитанному на данный момент тексту. 

Отличия предлагаемой модели от общепринятого подхода к обра-

ботке текста по уровням касается передачи данных и управления между 

этапами анализа: в общепринятом подходе управление и данные пере-

даются последовательно от этапа к этапу, в то время как в нашей модели 

управление передаётся от глубоких уровней к поверхностным, а дан-

ные – в обратном направлении. 
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3.       ГРАФЫ ИНТЕРПРЕТАЦИЙ 

В качестве внутренней структуры данных для хранения обрабатывае-

мой информации на каждом из уровней анализа текста используется 

нагруженный ориентированный ациклический граф, называемый гра-

фом интерпретаций.  

Вершины графа соответствуют определённым позициям анализи-

руемого текста, а метки рёбер представляют элементы, из которых со-

стоит интерпретация этого текста на рассматриваемом уровне. В таком 

графе каждый путь от истока к стоку соответствует некоторой интер-

претации анализируемого текста. 

 Граф интерпретаций позволяет компактно представлять множе-

ство интерпретаций с учётом часто встречающейся локальности неод-

нозначностей. Локальная неоднозначность имеет место, когда различия 

между двумя интерпретациями текста касаются только одного сравни-

тельно небольшого его фрагмента. За счёт возможности разветвлений и 

объединений путей в графе обеспечивается возможность хранить об-

щие участки различных интерпретаций только один раз, что позволяет 

значительно уменьшить требуемый объём памяти.  

Например, все 24 морфологические интерпретации приведённого 

выше фрагмента «Я мою пол на кухне» представлены в графе, показан-

ном на рис. 1. Общее число рёбер этого графа равно сумме количеств 

вариантов анализа входящих в текст слов, что значительно меньше, чем 

их произведение (количество путей в графе). 

 

Рис. 1. Пример графа интерпретаций 

В рассматриваемой модели анализа текста множество используе-

мых графов интерпретаций каждого уровня включает тривиальный 

граф Gε из одной вершины, исток и сток которого совпадают – такой 

граф представляет множество из одной пустой интерпретации (соответ-

ствующей пустому фрагменту текста). 

На множестве графов интерпретаций определены следующие ба-

зовые операции: 

 операция присоединения ребра e к истоку графа G – см. рис. 2а. 

В результирующем графе e.G общее число интерпретаций не ме-

няется, но к каждой из них приписывается начальный элемент e;  

 операция объединения графов интерпретаций G1 и G2 – см. 
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рис. 2б.  Результирующий граф G1G2 представляет объединён-

ное множество интерпретаций, полученное путём склеивания ис-

токов и стоков исходных графов. 

На основе композиции этих базовых операций может быть опреде-

лена также операция конкатенации графов – см. рис. 2в.  В результате 

этой операции из двух графов интерпретаций G1 и G2 образуется но-

вый граф G1.G2, представляющий множество интерпретаций (путей), 

каждая из которых есть конкатенация некоторой интерпретации (пути) 

из первого графа и интерпретации (пути) из второго графа.  

   

а) Присоединение б) Объединение в) Конкатенация 

Рис. 2. Операции над графами интерпретаций 

Любой граф интерпретаций может рассматриваться как результат 

определённой композиции рассмотренных операций. В частности, 

изображённый на рис. 1 граф может быть получен путём конкатенации 

графов G1, ..., G5, каждый из которых представляет множество различ-

ных вариантов анализа соответствующей словоформы текста (я, мою, 

пол, на, кухне); эти графы, в свою очередь, получаются в результате объ-

единения графов, состоящих из одного ребра ei (варианта анализа i-й 

словоформы).  

По сравнению с известными алгебрами графов, например [11], в 

нашей модели используется упрощенная система графов нужного нам 

вида. 

4. ОРГАНИЗАЦИЯ ПРОЦЕДУР АНАЛИЗА НА ГРАФАХ 

Поскольку информация на различных уровнях анализа представляется 

графами интерпретаций, любая процедура, реализующая этап анализа, 

действует как преобразование входного графа интерпретаций одного 

уровня в выходной граф интерпретаций следующего уровня. В нашей 

модели каждая процедура анализа должна удовлетворять двум усло-

виям:   

1. Для того чтобы разные интерпретации, представленные во входном 

графе, можно было обрабатывать независимо друг от друга, необ-

ходимо допускать применение процедуры к подмножествам всего 

множества входных интерпретаций с последующим объединением 

её результатов в выходном графе интерпретаций.  
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2. Для того чтобы частичные результаты текущего этапа анализа 

можно было передавать на следующий уровень анализа, не дожида-

ясь завершения этого этапа, процедура должна вырабатывать эле-

менты интерпретаций следующего уровня по мере получения эле-

ментов интерпретаций из входного графа. 

Будем рассматривать каждую процедуру анализа как процесс 

F(S,G), обладающий внутренним состоянием S, в котором он последо-

вательно обрабатывает входной граф интерпретаций G. Важно, что про-

цесс F вырабатывает фрагменты выходного графа интерпретаций (под-

графы), не дожидаясь завершения обработки всего входного графа. 

Действие процесса анализа определяется по шагам: на каждый шаг 

поступает элемент интерпретации (ребро) входного графа; выдаётся не-

который подграф результирующего графа, и при этом происходит смена 

состояния процесса. Однако, в силу того, что в процессе анализа могут 

возникать неоднозначности, на очередном шаге обработки процесс мо-

жет ветвиться, выдавая несколько разных пар «выходной подграф – но-

вое состояние». Получающиеся в результате ветвления процессы ана-

логичны используемым в алгоритме GLR [6], но не оперируют стеком 

и имеют чётко определенный выход в виде фрагментов графа интерпре-

таций, поступающего на вход следующего этапа анализа. 

Применительно к одному шагу процесса анализа первое из указан-

ных выше необходимых условий работы может быть записано как  

 
,
                  

(1)
 

что соответствует обработке процессом F в состоянии S входного графа, 

являющегося объединением двух других графов. 

Следующая формула описывает второе из указанных необходимых 

условий с учётом возможности ветвления: применение шага процесса 

F в состоянии S к графу с выделенным первым ребром e может быть 

выражено 

 
.
                         

(2)
 

Здесь процесс выполняет обработку входного графа, являющегося ре-

зультатом присоединения ребра e (элемента интерпретации) к некото-

рому подграфу G. Знак теоретико-множественного объединения в пра-

вой части формулы означает ветвление процесса в силу неоднозначно-

сти обработки (интерпретации) этого элемента e. В общем случае  

Gi.F(Si,G)  соответствует i-й ветви процесса, которая вычисляется как 

конкатенация графа Gi, являющегося выходом текущего шага, и графа, 

вырабатываемого  процессом F в новом состоянии Si с входным графом 
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G (оставшаяся часть исходного графа). Структура входного и выход-

ного графа интерпретаций в рассматриваемом случае изображена на 

рис. 3. Важно, что на любой ветви процесса граф Gi является подгра-

фом выходного графа интерпретаций и (если он не пуст) может быть 

сразу передан на следующий этап анализа. 

До обработки:        После: 

 

Рис. 3. Ветвление на шаге обработки ребра графа 

Для полноты определения процесса F действие его шага должно 

быть задано на тривиальном графе Gε, представляющем пустую интер-

претацию:  

 
,
                                          

(3)
 

что означает завершение процесса F при обработке графа интерпрета-

ций Gε
 . 

Отметим, что в частном случае процесс, реализующий некоторый 

этап анализа, может не требовать смены своего внутреннего состояния. 

Например, действие этапа морфологического анализа состоит в преоб-

разовании каждой единицы текста (словоформы) в группу её морфоло-

гических интерпретаций. Поскольку результат каждого шага (обра-

ботка очередной словоформы) не зависит от других, состояние про-

цесса остается неизменным.  

Ещё одна возможность – пустой выход (пустой граф) на некотором 

шаге процесса, при смене его внутреннего состояния. Так, при прове-

дении графематического анализа на базе конечного автомата на каждом 

шаге процесс получает на вход символ исходного текста, однако выдаёт 

элементы интерпретации (выделенные лексемы) не на каждом шаге, но 

при этом всегда происходит смена состояния процесса (что соответ-

ствуют накоплению автоматом выделяемой лексемы). 
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5. СХЕМА МНОГОУРОВНЕВОЙ ОБРАБОТКИ ГРАФОВ 

В соответствии с предлагаемой моделью, многоуровневый анализ тек-

ста представляет из себя постепенное преобразование графов интер-

претаций на всех уровнях вышеописанными процессами. Поскольку 

процесс каждого уровня требует в качестве входного графа элементы 

интерпретаций предыдущего уровня, то в случаях, когда требуемые 

входные данные еще не вычислены, процесс приостанавливается и пе-

редает управление процессу предыдущего уровня, который их вычис-

ляет.  

Таким образом, в каждый момент текущее состояние анализа тек-

ста включает:  

 фрагменты Gk графов интерпретаций различных уровней, кото-

рые еще не были проанализированы и ожидают анализа;  

 приостановленные процессы анализа Fj с внутренними состояни-

ями Sj, ожидающие вычисления графов интерпретаций Gj преды-

дущих уровней. 

Перед началом анализа текста в число непроанализированных 

фрагментов графов интерпретаций входит граф, соответствующий ис-

ходному уровню символов текста, а также тривиальные графы более 

глубоких уровней (которые пока еще не содержат рёбер). При этом при-

остановленные, а точнее, ещё не начатые процессы анализа этих графов 

ожидают вычисления тривиальных графов предшествующих уровней.  

Обработка графов интерпретаций происходит в следующем цикле.  

1. На одном из уровней анализа выбирается один из приостановленных 

процессов – согласно одной из возможных стратегий выбора. 

2. Если входной граф выбранного процесса ещё не вычислен, то вы-

бранный процесс откладывается и управление передаётся соответ-

ствующему приостановленному процессу для вычисления этого 

входного графа. 

3. Если же входной граф выбранного процесса уже вычислен, то вы-

полняется шаг этого процесса, результат которого зависит от вида 

входного графа: 

 если входной граф – объединение других графов, то шаг реализу-

ется по формуле (1); 

 если у входного графа выделено первое ребро, то обработка про-

изводится в соответствие с формулой (2): в результате обработки 

этого ребра к выходному графу в общем случае добавляется не-

сколько подграфов Gi, а также порождаются процессы F(Si,G) 

того же уровня с внутренним состоянием Si, ожидающие вычис-

ления фрагмента G входного графа; 
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 если входной граф является тривиальным, то шаг процесса реа-

лизуется по формуле (3), т.е. процесс завершается, выдавая по-

следний фрагмент графа текущего уровня. 

4. Цикл обработки графов интерпретаций заканчивается, когда в графе 

интерпретаций самого глубокого уровня построен полный путь из 

истока в сток (представляющий искомую интерпретацию анализи-

руемого текста); в ином случае происходит переход на начало цикла. 

Если же требуется найти большее число интерпретаций текста, то 

цикл обработки может быть возобновлён – до тех пор, пока не будет 

получено необходимое число интерпретаций самого глубокого уровня, 

или же все процессы не будут завершены, что означает, что проанали-

зированы все возможные интерпретации на всех уровнях.  

Таким образом, на каждом шаге рассмотренного цикла реализу-

ется шаг работы одного из приостановленных процессов обработки 

графов интерпретаций. Процессы анализа постепенно перерабатывают 

фрагменты графов интерпретаций различных уровней, порождая фраг-

менты графов более глубоких уровней.  

Возможные стратегии выбора приостановленного процесса для 

продолжения анализа, подразумевают, во-первых, выбор этапа анализа. 

Выбор процесса с наиболее глубокого уровня анализа обеспечивает бо-

лее быстрое построение законченных интерпретаций текста (интерпре-

таций последнего уровня). В ином случае может происходить накопле-

ние фрагментов графов промежуточного уровня, многие из которых мо-

гут быть ошибочными и были бы отсеяны на более глубоких уровнях.  

Во-вторых, возможен различный выбор одного из приостановлен-

ных процессов в рамках последнего этапа (наиболее глубокого уровня), 

а именно: 

 в случае выбора процесса с входным графом, расположенным 

наиболее далеко от истока графа интерпретаций рассматривае-

мого уровня, мы имеем стратегию, аналогичную поиску в глу-

бину, при которой продолжается обработка текущей интерпрета-

ции; именно эта стратегия используется в нашей модели анализа 

текста;   

 в случае выбора ребра, расположенного наиболее близко к истоку 

графа, мы получаем стратегию, аналогичную поиску в ширину – 

что позволяет обрабатывать все интерпретации наиболее глубо-

кого уровня одновременно. 

Ниже на рис. 4 показано промежуточное состояние анализа фразы 

«Я мою пол на кухне» в момент, когда процессами морфологического 

уровня были затребованы с графематического уровня и обработаны три 
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первые словоформы (при этом они удалены из графа интерпретаций 

графематического уровня). Часть найденных на морфологическом 

уровне интерпретаций также уже обработано процессами синтаксиче-

ского уровня: обработаны (и удалены с морфологического уровня) ин-

терпретация слова я, одна морфологическая интерпретация слово-

формы мою (глагол) и одна интерпретация словоформы пол (форма при-

лагательного полый). В результате построено частичное синтаксиче-

ское дерево для словосочетания я мою. При этом синтаксический ана-

лиз ведётся согласно формальной грамматике 

 S NG  VG             

NG  N | PR    

VG  V  NG | VG   PP NG , 

где нетерминалы  S , NG , VG , N , PR , V , PP  означают соответственно: 

предложение, группу существительного, группу глагола, существитель-

ное, местоимение, глагол, предлог. 

 

Рис. 4. Промежуточное состояние обработки графов интерпретаций 

Пунктирными линиями на рис. 4 показаны и пронумерованы при-

остановленные процессы, стрелки указывают на входные графы. Про-

цесс морфологического уровня (номер 5) приостановлен для слово-

форм на и кухне, также как и процесс синтаксического уровня (номер 1) 

для обработки второй интерпретации слова мой. Ещё три процесса 

уровня синтаксиса ждут соответственно обработки ещё двух интерпре-

таций словоформы пол (процессы 2 и 3) и морфологического анализа 

словоформы на (процесс 4). 

Ниже на рис. 5 показано состояние графов интерпретаций на всех 
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рассматриваемых уровнях к моменту, когда получена первая интерпре-

тация всей фразы «Я мою пол на кухне». Видно, что при этом осталось 

5 приостановленных процессов (стрелками показаны их входные 

графы). Построенное на синтаксическом этапе дерево разбора пред-

ставлено в графе в префиксной форме: цифры в вершине-нетерминале 

указывают количество её дочерних вершин, в частности, для средин-

ного узла VG(3) это  NG (Я), V (мыть) и NG (пол). 

Рис. 5. Состояние анализа после получения  

одной интерпретации глубокого уровня 

6. ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ МОДЕЛИ 

Реализация рассмотренной модели многоуровневого анализа на функ-

циональном языке программирования (таком, как Scala) позволяет 

обойтись без вспомогательных структур данных для хранения состоя-

ния анализа. Модель непосредственно реализуется путём определения 

структур, реализующих графы интерпретаций и перевода рассмотрен-

ных выше формул-условий (1)–(3) на язык программирования.  

В проведённой реализации на языке Scala для представления гра-

фов интерпретаций используется алгебраический тип данных Inter-

prGraph, имеющий три альтернативы, соответствующие описанным 

выше видам графов:  

 EpsGraph – тривиальный граф из одной вершины Gε;  

 ConsGraph (firstElement, restGraph) – граф, полученный присо-

единением элемента firstElement к графу restGraph;  

 UnionGraph(graph1, graph2) – граф, полученный объединением 

двух графов. 

Процессы анализа реализованы в виде функций, осуществляющих 

применение одного шага процесса анализа на основе декомпозиции 

входного графа интерпретаций в соответствии с видом графа (одной из 
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альтернатив приведённого определения). При этом после выполнения 

шага процесса обработанный фрагмент графа интерпретаций предыду-

щего уровня больше не требуется и может быть удалён сборщиком му-

сора.  

Альтернатива ConsGraph является ленивой по второму аргументу 

restGraph, то есть следующий за ребром граф не вычисляется до тех 

пор, пока не будет запрошен каким-либо процессом анализа. Ленивость 

restGraph позволяет хранить приостановленный процесс анализа, кото-

рый может быть продолжен при необходимости вычисления этого зна-

чения. 

Информация о состоянии анализа представляется набором связан-

ных структур данных одного типа – графов интерпретаций. Множество 

интерпретаций может быть получено из графа в виде ленивого списка, 

который позволяет запрашивать одну или несколько первых интерпре-

таций без вычисления остальных.  

Для рассматриваемой модели анализа были разработаны средства 

на языке программирования Scala, которые позволяют производить 

описание процедур анализа для каждого этапа, их применение и визуа-

лизацию результатов анализа. Описание процедур анализа осуществля-

ется с помощью встроенного в Scala языка предметной области, вклю-

чающего разноуровневые абстракции, в том числе различные виды ав-

томатов и преобразователей, регулярные и контекстно-свободные грам-

матики, расширенные возможностями дополнительных проверок и хра-

нения состояния.  

7.  ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе рассмотрена разработанная модель многоуровневого анализа 

текста на естественном языке, позволяющая единообразно и естествен-

ным образом, без введения дополнительных уровней и этапов, обраба-

тывать множество интерпретаций текстовых единиц на разных уровнях 

(этапах) анализа. Ключевыми моментами являются одновременное 

проведение анализа на нескольких уровнях, управление (на каждом 

уровне) предшествующим этапом анализа с получением от него необ-

ходимых интерпретаций, возможность продолжить анализ в случае не-

корректности полученной интерпретации. В результате реализуемого 

на этой основе поиска вглубь в пространстве интерпретаций обработка 

фрагмента текста даёт некоторую его интерпретацию наиболее глубо-

кого уровня, не дожидаясь полного его анализа. 

Модель многоуровневого анализа текста даёт возможность: 

 проводить анализ текста без его полной загрузки в память, что 
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позволяет обрабатывать тексты большого размера в ограничен-

ной памяти; 

 сохранить преимущества от разделения процесса анализа на не-

зависимые этапы-процедуры, которые можно разрабатывать и 

тестировать по отдельности; 

 сделать анализ текста более эффективным за счёт распаралле-

ливания многоуровневой обработки процессами.  

Рассмотренная модель может быть дополнена различными эври-

стиками. Так, возможна стратегия выбора очередного приостановлен-

ного процесса анализа, в соответствии с некоторой мерой перспектив-

ности (аналогично эвристическому поиску), что может обеспечить 

наиболее быстрый поиск интерпретации текста при условии хорошего 

подбора меры. 

Выбор функционального языка программирования существенно 

упрощает реализацию модели, позволяя обойтись без многих вспомо-

гательных структур для хранения состояния анализа.  

К прикладным задачам обработки текста на естественном языке, в 

которых целесообразно применение рассмотренной модели анализа, 

относятся задачи, требующие достаточно глубокого анализа текста и 

рассмотрения нескольких его интерпретаций. К таким задачам можно 

отнести машинный перевод текстов, извлечение информации из от-

дельного взятого документа, составление аннотаций текста, обработка 

ЕЯ-запросов в вопросно-ответных системах. 
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Abstract. The paper proposes a model of natural language text analysis, which takes into 

account the generally accepted decomposition of the analysis process into the stages (to-

kenization, morphologic analysis, syntactic parsing, semantic and pragmatic analysis), 

but does not require intermediate auxiliary stages intended to reduce multiple homony-

mous analysis variants for text units (symbols, words, phrases, sentences). In the model, 

results of all analysis stages (levels) are represented uniformly, as graphs of interpreta-

tions, which enables to compactly store the numerous analysis variants. The key feature 

of the proposed model is simultaneous analysis on several levels; with the deeper pro-

cessing stages govern previous stages: they call for an interpretation (analysis variant) of 

a text element and then checks its correctness on the current analysis level and construct 

an interpretation of this level. When the interpretation obtained from the previous level is 

incorrect, and respectively construction of interpretation on the current level is impossi-

ble, in order to continue the analysis, another interpretation is called from the prior level. 

Thus, the exhaustive exploration in the space of text units interpretations at all text levels 

is feasible. Since the proposed model implements the depth-first search in the space of 

interpretations, it makes it possible to construct the deepest level interpretation for initial 

text fragments, without performing a complete analysis of the text. The paper describes 

the basic operations with graphs of text interpretations and the required organization of 

analysis procedures at each level of text processing. The general scheme of multi-level 

text analysis are characterized, and some features of its implementation based on func-

tional-object programming language with “lazy” computing are also pointed out. 
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ПРОЗРАЧНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ПОДПИСИ В СХЕМЕ EDDSA * 
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независимый исследователь 

Аннотация. Работа посвящена вопросам реализации криптографии и 

системы электронной подписи EdDSA, предложенной Даниелом 

Бернштейном, выполненной на основе частного случая кривой Эдвар-

да со специальным набором параметров. Данная криптография исполь-

зуется всё в большем числе приложений, таких как OpenSSH, Tor, I2P.  

Фактически же используются разновидности авторской реализации 

ref10, изначальной написанной на Ассемблере для amd64 и портиро-

ванной на другие языки и платформы. Несмотря на её эффективность, 

ref10 является запутанной и сложной для понимания даже специали-

стами, с большим объемом исходного кода, изобилующего «магиче-

скими» константами. В работе рассматриваются математические осно-

вы вычислений на кривой в терминах операций с большими целыми 

числами и практическая реализация на языке Си++ с использованием 

популярной криптографической библиотеки OpenSSH, в отличие от 

ref10, использующей свою собственную реализацию. Переход к опера-

циям из стандартной библиотеки позволяет резко уменьшить объем 

исходного кода, улучшить его читаемость и при необходимости ис-

пользовать любую другую библиотеку. Прозрачная реализация позво-

ляет дальнейшую оптимизацию для конкретных задач, а также может 

служить образовательным целям.  

Операции над кривой состоят из сложения двух точек и умножения на 

константу. Рассмотрены методы их эффективной реализации, посте-

пенное применение которых позволяет достичь производительности, 

сравнимой с ref10. Рассмотрено представление точки на кривой с по-

мощью одной координаты Y и вычисление координаты X в поле выче-

тов по модулю. 

Показана реализация электронной подписи EdDSA по схеме Берн-

штейна и использованием операций над кривой и хэш-функции SHA-

512. Методы сокращения объема вычислений при проверке подписи и 

использование набора предварительно вычисленных точек на кривой. 

Ключевые слова и фразы: эллиптическая кривая; электронная цифровая 

подпись; криптостойкость; программная реализация. 

1 ВВЕДЕНИЕ  

В последнее время всё большую популярность набирает электронная 

подпись Ed25519, основанная на разновидности эллиптической кри-

вой, предложенной Бернштейном [1]. По мере увеличения числа узлов 
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I2P (проект «Невидимый интернет» 1, [2]) с данным видом подписи, в 

реализации I2P возникла необходимость её программной поддержки – 

поскольку подпись Ed25519 не входит в состав популярных крипто-

графических библиотек. Как правило, при этом используются разно-

видности ref10 из библиотеки SUPERCOP [3], реализованной самим 

Бернштейном на ассемблере и затем портированной на другие языки. 

Данная реализация работает хорошо и быстро, однако у неё есть су-

щественный недостаток – она непонятна. Действительно, если загля-

нуть в её исходный код, то можно увидеть большое количество одно-

типных строк, оперирующих с множеством «магических» чисел, по-

нять же, что они означают, без углубления в теорию не представляет-

ся возможным. Целью данной статьи является математически про-

зрачная реализация Ed22519, использующая лишь стандартные опера-

ции с большими числами, присутствующие в любой криптографиче-

ской библиотеке, причём имеющая скорость работы, достаточную для 

практического использования в I2P. 

2 ПРИНЦИП РАБОТЫ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ 

КРИПТОГРАФИИ – ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

Задаётся неявное уравнение плоской кривой специального вида, назы-

ваемого эллиптической кривой [4]. Также задаётся простое число, об-

разующее поле вычетов по модулю. Координаты точек кривой принад-

лежат этому полю, т.е. являются целыми неотрицательными числами, 

не превышающее модуль. Над двумя точками кривой задаётся опера-

ция сложения – таким образом, чтобы новая точка также принадлежала 

кривой. Если точку сложить саму с собой, то получится умножение на 

2, если прибавить ещё раз – то на 3, и так далее; т.е. таким образом 

определяется умножение на произвольное число n. Также вместе с кри-

вой задаётся базовая точка, принадлежащая кривой, операции над ко-

торой и используются в криптографии. 

Для криптографии выбирается произвольное (достаточно боль-

шое) число n, являющееся секретным ключом; на него умножается ба-

зовая точка, и новая точка служит публичным ключом – который затем 

умножается противоположной стороной на другое число с целью со-

гласования ключа или проверки подписи. Стойкость ключа основыва-

ется отсутствием известного на данный момент способа определения 

множителя по точке за разумное время. 

                                                 
1  Терминология не устоялась, поэтому мы предлагаем писать это название со 

строчной буквы – в отличие от единственного в своём роде «большого» Ин-

тернета. (Прим. ред.) 
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3 СХЕМА Ed25519 

Берштейн предложил использовать эллиптическую кривую со следу-

ющими параметрами. 

 Уравнение кривой: 

𝑦2 − 𝑥2 = 1 + 𝑑 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑦2 ,   где  𝑑 =
−121665

121666
 . 

 Модуль: 

𝑞 = 2255 − 19  (отсюда и возникло название кривой).  

 Базовая точка: 

(x, 4/5), где x получается решением приведённого далее уравнения. Её 

координаты в явном виде: 
x=15112221349535400772501151409588531511454012693041857206046113283949847762202, 

y=46316835694926478169428394003475163141307993866256225615783033603165251855960. 

 Сложение: 

(
𝑥1⋅𝑦2+𝑥2⋅𝑦1

1+𝑚
,

𝑥1⋅𝑥2+𝑦1⋅𝑦2

1−𝑚
), где 𝑚 = 𝑑 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑦1 ⋅ 𝑦2. 

Следует заметить, что всюду в рассматриваемых нами формулах деле-

ние – это не обычное деление с остатком, а умножение на обратный по 

модулю элемент, вычисляемый согласно малой теоремы Ферма [5] по 

формуле 𝑥𝑞−2, т.е. используется операция возведения в степень по 

модулю. 

В качестве публичного ключа при этом используется только 

координату y, поэтому при необходимости решается уравнение кривой 

относительно х; применяется формула √
𝑦2−1

𝑑⋅𝑦2+1
 . Поскольку q пред-

ставимо в виде 8*k+5, для вычисления квадратного корня из х следует 

воспользоваться формулой 𝑥𝑘+1. Действительно, 

q  = 2255 − 24 + 5 = 8 ∗ (2252 − 3) + 5 , 

отсюда квадратный корень равен 𝑥2252−2. 

4 РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА 

Код полностью располагается по адресу [6] в файле Signature.cpp. Для 

работы с большими числами используются функции библиотеки BN 

из OpenSSH [7]. 

Создадим класс Ed25519, реализующий саму кривую и содержа-

щий рассчитываемые параметры кривой. В первую очередь необхо-

димы 3 метода: сложение, умножение на число и вычисление x по за-

данному y. 
class Ed25519 

{ 
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//...  

    EDDSAPoint Sum (const EDDSAPoint& p1, const EDDSAPoint& p2) const 

    EDDSAPoint Mul (const EDDSAPoint& p, const BIGNUM * e) const 

    BIGNUM * RecoverX (const BIGNUM * y) const 

//... 

} 

Из-за частного использования операция сложения и трудоёмкости 

операции деления приведём x и y к общему знаменателю (1+m)·(1-m), 

тем самым избавившись от лишней операции деления. В результате 

код для сложения выглядит следующим образом: 
// m = d*p1.x*p2.x*p1.y*p2.y 

BN_mul (xx, p1.x, p2.x, m_Ctx); //p1.x*p2.x 

BN_mul (yy, p1.y, p2.y, m_Ctx);  //p1.y*p2.y 

BIGNUM * m = BN_dup (d); 

BN_mul (m, m, xx, m_Ctx); 

BN_mul (m, m, yy, m_Ctx); 

// x = (p1.x*p2.y + p2.x*p1.y)*inv(1 + m) 

// y = (p1.y*p2.y + p1.x*p2.x)*inv(1 - m) 

// m1 = 1-m 

BN_one (m1); 

BN_sub (m1, m1, m); 

// m = m+1 

BN_add_word (m, 1);   

// y = (p1.y*p2.y + p1.x*p2.x)*m  

BN_add (y, xx, yy); 

BN_mod_mul (y, y, m, q, m_Ctx); 

// x = (p1.x*p2.y + p2.x*p1.y)*m1 

BN_mul (yy, p1.x, p2.y, m_Ctx); 

BN_mul (xx, p2.x, p1.y, m_Ctx); 

BN_add (x, xx, yy); 

// denominator m = m*m1  

BN_mod_mul (m, m, m1, q, m_Ctx); 

Inv (m);   

BN_mod_mul (x, x, m, q, m_Ctx); // x = x/m 

BN_mod_mul (y, y, m, q, m_Ctx); // y = y/m 

Для удвоения (сложения точки с собой) реализован отдельный 

метод Double, поскольку в этом случае p1.x = p2.x и p1.y = p2.y, 

что позволяет сократить число умножений. Кроме того, вместо 

BN_mul используется более быстрая BN_sqr. 

Умножение реализовано простейшим методом удвоения и при-

бавления, т.е. необходимо пройти вдоль числа побитово (от старшего 

бита к младшему), на каждом шаге удваивать значение результата, а 

если бит – единица, то прибавлять умножаемую точку. 
EDDSAPoint res {zero, one}; 

if (!BN_is_zero (e)) 

{ 

    int bitCount = BN_num_bits (e); 

    for (int i = bitCount - 1; i >= 0; i--) 

    { 

        res = Double (res); 

        if (BN_is_bit_set (e, i)) res = Sum (res, p); 

    } 

}  
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Вычисление x по y реализовано тривиально. Сначала подкорен-

ное выражение: 

BN_sqr (y2, y, m_Ctx); // y^2 

// xx = (y^2 -1)*inv(d*y^2 +1)  

BN_mul (xx, d, y2, m_Ctx); 

BN_add_word (xx, 1); 

Inv (xx); 

BN_sub_word (y2, 1); 

BN_mul (xx, y2, xx, m_Ctx); 

Затем вычисление квадратного корня по формуле 𝑥2252−2 ∶ 
// x = srqt(xx) = xx^(2^252-2)   

BN_mod_exp (x, xx, two_252_2, q, m_Ctx); 

5 ПОДПИСЬ И ПРОВЕРКА ПОДПИСИ 

Данная тема достаточно интересна и обширна, потому автор предпола-

гает посвятить этому вопросу отдельную статью. В то же время, методы 

Sign и Verify реализованы и используются в практических приложени-

ях. Потому здесь будут перечислены лишь некоторые особенности реа-

лизации. 

Как и другие системы электронной подписи, подпись EdDSA пред-

ставляет собой пару 32-байтных чисел (R,S), потому длина подписи – 64 

байта. Числа представлены в Little Endian [8]. В качестве хэш-функции 

используется SHA-512 [9]. При подписи случайное число не генерирует-

ся, вместо этого используется правая половина SHA-512 хэша от секрет-

ного ключа, объединенного с самими подписываемыми данными. Также 

используется простое число  

2252 + 27742317777372353535851937790883648493 , 

ранее уже использовавшееся при выборе базовой точки – с тем расчё-

том, чтобы умножение на него базовой точки давало нуль. 

6 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Очевидно, что самым медленным местом данной реализации является 

деление в операции сложения. На самом деле, пользуясь современными 

достижениями теории чисел и спецификой параметров EdDSA, можно 

исключить его полностью, как это сделано в ref10 [3]. Однако это суще-

ственно усложнит реализацию и сделает её менее понятной, поэтому та-

кие изменения программы следует делать только в случае возникнове-

ния реальной практической необходимости. В настоящее время провер-

ка подписи EdDSA в I2P – довольно редкое событие (по сравнению, 

скажем, с шифрованием по схеме Эль-Гамаля [10]). 

Существует мнение, что реализация собственной криптографии – 

крайне плохая идея. Однако использование «непонятно как работающей 
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реализации» представляется немногим лучше. Кроме того, данная статья 

должна быть полезна тому, кому интересно докопаться до сути, а рабо-

тающий практический код в этом поможет. 
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Abstract. The paper describes detailed implementation of digital signature system 

EdDSA. This is a special case of the Edward twisted curves family, introduced by Dan-

iel J. Bernstein (aka DJB) from University of Illinois (Chicago), with special choice of 

the basic parameters. 

This crypto becomes more and more popular and used by strong crypto applications like 

OpenSSH, Tor, I2P. However, all of these applications uses DJB's implementation 

ref10, written by amd64 assembly language and ported to many other languages and 

platforms. Despite unbeatable performance, the code of his implementation seems over-

complicated and not easy to understand even by a specialist, with huge amount of the 

source code and bunch of “magic” numbers in it. This paper is trying to sort this things 

out from curve's math expressed in operations over big number to real C++ code doing 

it with popular crypto library OpenSSH, unlike ref10 with own implementation of big 

numbers. 

Using generic big numbers reduces an amount of the source code, improves readability, 

and opens a way to use any other crypto library in future. The same time, the transparent 

implementation leaves a room for further optimization for particular tasks and might 

serve to educational purposes. 

There are two major operation over the curve: addition of two point and multiplication 

by constant. This paper considers few ways of their efficient implementation, applying 

them step-by-step let you reach a good performance, comparable with ref10. A point 

can be presented by its Y-coordinate only; a recovery method of X-coordinate from Y in 

a finite field is described.  

The complete EdDSA digital signature system uses DJB's schema with operations over 

the curve and SHA-512 as hash functions. Few approaches to reduce the amount of cal-

culation during signature verification are shown. Also possible pre-calculations to speed 

verification up. 

Keywords and phrases: elliptic curve; electronic digital signature; cryptographic; software 

implementation. 
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Аннотация. Главная цель статьи – рассмотрение легко реализуемого 

метода решения целого класса переборных задач. Его можно назвать 

подходом к реализации комплекса алгоритмов, построенных на основе 

метода ветвей и границ, включающего многие дополнительные одно-

типные эвристики; эта однотипность заключается в том, что сами эв-

ристики практически не изменяются при переходе от одной задачи к 

другой. Поэтому мы называем этот метод мультиэвристическим под-

ходом. Нередко при этом получается комплекс эвристических алго-

ритмов для практического решения некоторой NP-трудной задачи.  

По мнению авторов, во многих научных публикациях, посвящённых 

описаниям алгоритмов, а также в различных учебниках, на саму реали-

зацию программ нередко «накладывается табу». Более того, нередко 

встречается худшая ситуация: сами тексты программ, приведённые в 

очень хороших книгах, кажутся несколько «недоделанными» – потому 

что авторы практически не уделяют внимания «чисто программист-

ским» вопросам. 

А второй целью статьи является рассмотрение конкретного примера 

одной из таких задач – причём это рассмотрение включает азы необхо-

димой для её решения математической теории. В статье нами приведе-

но элементарное изложение теории минимизации недетерминирован-

ных конечных автоматов – той её части, которая нужна для читателей-

программистов, не имеющих необходимости рассматривать эту об-

ласть подробно. 

Ключевые слова и фразы: задача дискретной оптимизации; эвристи-

ческий алгоритм; программная реализация; метод ветвей и границ. 

1 ВВЕДЕНИЕ 

Основные цели настоящей статьи таковы. Во-первых, главная цель – 

мы приводим легко реализуемый метод решения целого класса пере-

борных задач. Его можно назвать подходом к реализации комплекса 

алгоритмов, построенных на основе метода ветвей и границ, включа-

ющего многие дополнительные однотипные эвристики; эта однотип-

ность заключается в том, что сами эвристики практически не изменя-

ются при переходе от одной задачи к другой. Поэтому, согласно [1–4] 

и др., мы назвали этот метод мультиэвристическим подходом. Слож-

                                                 
*  © Б. Ф. Мельников, Е. А. Мельникова, 2015. 
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ность задач, решаемых нами с помощью этого подхода, весьма раз-

лична – от «студенческих олимпиадных» задач до больших програм-

мных проектов, нередко представляющих собой комплекс эвристи-

ческих алгоритмов для практического решения некоторой NP-труд-

ной задачи. Однако в наших предыдущих публикациях о реализации 

алгоритмов практически ничего сказано не было – и в данной статье 

мы этот недостаток устраняем. 

По мнению авторов, во многих научных публикациях, посвящён-

ных описаниям алгоритмов, а также в различных учебниках, на саму 

реализацию программ нередко «накладывается табу». Более того, не-

редко встречается и гораздо более худшая ситуация – следующая. Са-

ми тексты программ, приведённые в очень хороших книгах (вроде 

[5, 6]), кажутся несколько «недоделанными» – просто потому, что ав-

торы практически не уделяют внимания «чисто программистским» 

вопросам; среди этих вопросов мы в первую очередь отмечаем выде-

ление и освобождение динамической памяти и т. п. – но не только их. 

Причём для реализации описываемых нами программ, по-видимому, 

вполне достаточно знание малого подмножества Си++ – малого, но 

«хорошего» подмножества, самодостаточного.  

А второй целью статьи является рассмотрение конкретного при-

мера одной из таких задач – причём это рассмотрение включает азы 

необходимой для её решения математической теории. Итак, нами 

приведено очень краткое (элементарное) изложение теории миними-

зации недетерминированных конечных автоматов [7, 8] – той её части, 

которая нужна, например, для читателей-программистов, не имеющих 

необходимости рассматривать эту область подробно. 

Перед изложением основных алгоритмов мы приводим полное 

решение более простой переборной задачи, выполненное с помощью 

того же самого подхода. 

Ещё отметим, что данная статья фактически является переработ-

кой авторского материала, являющегося специальным курсом для ма-

гистрантов программистских специальностей. 

2 ОДНА НЕСЛОЖНАЯ ЗАДАЧА 

Начнём с одной из задач финала ACM 2007 года – а именно, с 

задачи F, см. [9, 10]. Это – задача финала самого престижного между-

народного студенческого чемпионата мира (пусть даже одна из 

наиболее простых предлагавшихся там задач), однако её уровень при-

мерно таков, что при решении «в режиме off-line» её сложность 

вполне доступна студенту-старшекурснику. Однако, как уже было от-

мечено выше, при её рассмотрении мы фактически получаем метод 
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решения подобных переборных задач. 

Итак, приведём условие задачи. (И заранее отметим, что мы не-

много упросили формулировку условия – например, будем рассмат-

ривать только случай N=4 – а также не заменяли в формулировке сло-

ва «синий цвет»: даже в случае чёрно-белого рисунка смысл очеви-

ден.) 

Для игры Marble с M шариками используется квадратная 

доска, разделённая на N×N клеток; из них M клеток содер-

жат лунки. Шарики и лунки перенумерованы от 1 до M. 

Цель игры Marble состоит в том, чтобы положить каж-

дый шарик в лунку со своим номером. 

Доска может содержать стенки. Каждая стенка имеет 

длину в одну из N×N частей и разделяет две смежные клет-

ки – т. е. клетки, имеющие общую сторону. 

В начале игры все шарики расположены на доске, каждый в 

своей клетке. Ход состоит в том, что мы приподнимаем 

одну из сторон доски. При этом каждый шарик катится в 

направлении противоположной стороны доски, пока не 

столкнётся со стенкой, или не упадет в лунку, или не дой-

дёт до такой позиции, что следующая клетка занята дру-

гим шариком. Итак, движение шарика ограничено следую-

щими условиями. 

 
Рис. 1 

 Шарик не может перескочить через стенку, другой ша-

рик или лунку. 

 Шарик не может покинуть доску (край доски ограничен 

стенкой). 

 В клетке не могут находиться более одного шарика в 

одно и то же время. 

 Если шарик попадает в клетку с лункой, то лунка ста-
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новится заполненной, и другие шарики могут перекаты-

ваться через эту клетку (а также останавливаться в 

ней). Шарик, уже оказавшийся в лунке, покинуть её не 

может. 

Игра заканчивается успешно, если каждый шарик находит-

ся в лунке со своим номером. 

На рис.1 приведено решение игры для доски 4×4 с 3 синими 

шариками, 3 лунками и одной стенкой. (Минимальное) реше-

ние состоит из 5 ходов: поднять восточную сторону, затем 

северную, далее южную, западную, и снова северную. 

Программа должна определить минимально возможное 

число ходов для решения задачи – если решение вообще су-

ществует; иначе нужно выдать, что решения нет. 

 
Рис. 2 

Перед обсуждением решения стóит отметить, что вместо термина 

«игра» точнее употреблять слово «головоломка» – что больше соот-

ветствует терминологии, применяемой в литературе по искусственно-

му интеллекту ([11, 12] и др.; также см. [13, разд. 5.5]); однако мы при 

переводе условия задачи оставили терминологию оригинала. А раз это 

головоломка – то можно применить обычный метод их решения, т.е. 

полный перебор в пространстве состояний. Но, как уже было отмече-

но во введении, сам наш подход к решению подобных задач, к органи-

зации перебора в них (точнее – перебора с возвратами, бэктрекинга) 

может быть применён и при решении других, значительно более 

сложных проблем. Мы на рис. 2 приводим только «начало» дерева пе-

ребора (каждая вершина которого является позицией) – его куст, от-

носящийся к корню (исходной позиции). 



 Подход к реализации метода ветвей и границ ... Часть I                 61 

 

 

Итак, полный перебор; при этом мы должны, во-первых, предот-

вращать возможные зацикливания, во-вторых, находить оптимальное 

решение (минимальное по числу ходов), и, в-третьих, уметь находить 

ситуации, в которых решения нет. Всё это приводит к мысли исполь-

зовать поиск в ширину – что мы и сделаем. 

Мы не будем сохранять всё дерево перебора. Здесь – а ещё важ-

нее, что всюду в подобных ситуациях – достаточно (и желательно!) 

хранить только листья этого дерева; а раз мы решили организовать 

поиск в ширину – то листья желательно хранить в виде очереди, 

см. [14] и др. (А в случае поиска в глубину самой удобной структурой 

данных, по-видимому, является стек, который тоже удобно организо-

вывать на основе массива или списка.) Мы реализуем очередь с по-

мощью самого простого массива (указателей на вершины-позиции). В 

приведённой далее программе каждая такая вершина будет иметь тип 

MyBoard. А предупреждать возможное зацикливание мы будем самым 

простым возможным способом – будем запоминать все встретившиеся 

позиции.1 

 
Рис. 3 

 
Рис. 4 

Итак, у нас в программе будет даже 2 массива – в одном мы бу-

дем хранить ещё не рассмотренные позиции, а в другом – уже рас-

смотренные. В начале работы первый из них (главный) состоит из 

единственного элемента (соответствующего стартовой позиции) – 

второй же вообще пуст. Далее мы последовательно удаляем первый 

                                                 
1  Заранее отметим, что в более сложных задачах этот путь, конечно же, непри-

емлем – и нужно искать другие выходы. 
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элемент главного массива, текущую позицию (добавляя её одновре-

менно во второй массив) – и вместо неё записываем в конец главного 

массива (очередь!) три позиции, каждая из которых может быть по-

лучена из текущей за 1 ход2.  Значения главного массива (списка) по-

сле первой и второй итераций приведены соответственно на рисунках 

3 и 4. 

Перейдём к описанию программной реализации. Мы используем 

объектно-ориентированное программирование и простейшие классы 

библиотеки MFC [15]. Итак, возможно следующее описание класса-

позиции (MyBoard): 

class MyBoard { 

private: 

 int nDim;  // размерность 

 int Board [4][4]; 

 bool WallRight [4][3]; // стена справа от этой клетки 

 bool WallDown  [3][4]; // стена снизу от этой клетки 

 int nDeep;  

        // уровень, глубина перебора  

        // (число уже сделанных ходов) 

 int nLast; 

     // последний сделанный ход:  

        // 0 – не знаем, 1 – север, и т.д.  

public: 

 MyBoard (); 

 MyBoard (MyBoard& copy);  // конструктор копии 

 int GetDim () { return nDim; } 

 int Get (int i, int j) { return Board[i][j]; } 

 int GetDeep () { return nDeep; } 

 int GetLast () { return nLast; } 

 friend istream& operator>>  

        (istream& is, MyBoard& board); 

 friend ostream& operator<<  

        (ostream& os, MyBoard& board); 

 bool Empty ();  

        // всё ли УЖЕ хорошо? пуста ли уже доска?  

 bool North ();  

    // поднять доску с северной стороны; 

    // возвращает true,  

                                                 
2  Точнее – не более трёх позиций. Причём не 4 позиции – поскольку один и тот 

же ход бессмысленно делать два раза подряд; кстати, именно для этой цели 

мы ниже в классе MyBoard  используем поле nLast. Единственное возмож-

ное исключение – 4 позиции могут быть добавлены в первый раз, т.е. при об-

работке корня дерева перебора. И, конечно, мы не записываем в массивы ни 

«плохие» позиции (аналогичные левой нижней на рис. 2), ни встретившиеся 

повторно. 
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    // если ни один из шариков не попал в чужую лунку;  

    // иначе false 

   bool South (); // поднять доску с южной стороны 

 bool West ();  // поднять доску с западной стороны 

 bool East ();  // поднять доску с восточной стороны 

}; 

bool operator== (MyBoard& board1, MyBoard& board2); 

 // сравнивает только массивы Board  

    // рассматриваемых объектов 

Некоторые комментарии уже были приведены в самóм описании 

класса. Реализация методов, по-видимому, вряд ли вызовет интерес – 

здесь это чисто техническая работа. 

Для хранения массивов позиций (точнее, указателей на позиции) 

удобно использовать специально написанный наследник класса 

CPtrArray; важно отметить, что такой подход желателен очень ча-

сто – при рассмотрении массива (или списка) указателей на самые 

разные структуры данных. Итак, возможно следующее описание 

наследника класса CPtrArray.3 

class MyArray : public CPtrArray {  // of MyBoard* 

public: 

 bool Exists (MyBoard* pBoard); 

 void MyAdd (MyBoard* pBoard); 

}; 

В отличие от рассмотренного ранее класса MyBoard, здесь мы приве-

дём реализацию этих методов.  

bool MyArray::Exists (MyBoard* pBoard) { 

 for (int i=0; i<GetSize(); i++) { 

  MyBoard* pN = (MyBoard*)GetAt(i); 

  if (*pN==*pBoard) return true;  

 } 

 return false; 

} 

void MyArray::MyAdd (MyBoard* pBoard) { 

 if (Exists(pBoard)) delete pBoard; else Add(pBoard); 

} 

                                                 
3   И уже сейчас, при рассмотрении не очень сложной задачи, стóит отметить 

следующее обстоятельство. Массив (или список) позиций (а в более сложных 

ситуациях – подзадач) можно упорядочивать по разным критериям – а не 

только по расстоянию от корня в дереве поиска, как в нашем случае, т.е. при 

поиске в ширину. Даже в нашем примере мы могли бы применять и другие 

критерии упорядочивания – например, по возрастанию числа оставшихся ша-

риков, что как-то характеризует «близость позиции к решению». Отметим 

ещё, что подобное упорядочивание можно связать с решением ещё одной за-

дачи из [8] – а именно, проблемы B. 



64                                          Б. Ф. Мельников, Е. А. Мельникова 
 

 

Здесь метод Exists() путём простейшего линейного поиска даёт 

ответ на вопрос о наличии в массиве некоторого элемента-позиции 

(для возможности такого поиска мы ранее перегрузили оператор 

сравнения класса MyBoard) а метод MyAdd() добавляет в конец мас-

сива новую позицию. Если рассматриваемая позиция в массиве уже 

имеется, то мы не добавляем её; более того, вызываем для неё де-

структор. Заметим, что подобный подход требует аккуратности (по-

скольку заведение объекта происходит на одном уровне работы про-

граммы, а его удаление – на другом) – однако вполне возможен.  

Теперь рассмотрим наиболее важный класс MyTask – определя-

ющий нашу главную конструкцию, всю задачу. Очень важно отме-

тить, что практически такой же класс желательно применять и в более 

сложных задачах дискретной оптимизации – и не только в рассмот-

ренной далее задаче минимизации автоматов, но и в ещё более слож-

ных. 

class MyTask { 

private: 

  MyArray Current;  // ещё не рассмотренные позиции 

  MyArray Old;      // уже рассмотренные позиции  

public: 

  MyTask (MyBoard& board); 

  friend ostream& operator<< (ostream& os, MyTask& task); 

  int Step (); 

    // возвращает: 

    // -1 – массив подзадач пуст;  

    // 0 – требуется продолжение работы; 

    // >0 – ответ 

  int Run (); 

    // возвращает:  

    // -1 – нет решения; 

    // >=0 – ответ 

}; 

Метод Run() не представляет интереса – он заключается в по-

следовательных вызовах метода Step(), реализация которого и при-

ведена ниже. 

int MyTask::Step () { 

  if (this->Current.GetSize()<=0) return -1; 

  MyBoard* pOld = (MyBoard*)Current.GetAt(0); 

  if (pOld->Empty()) return pOld->GetDeep();  

      // на всякий случай перестрахуемся 

  this->Current.RemoveAt(0); 

  int nLast = pOld->GetLast(); 

  if (nLast!=1) { // можно поднять доску с северной стороны  

    MyBoard* pN = new MyBoard(*pOld); 
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    if (!pN->North()) delete pN; 

    else if (pN->Empty()) {  

        int n = pN->GetDeep();  

        delete pN;  

        return n;  

    } 

    else if (Old.Exists(pN)) delete pN;  

    else this->Current.MyAdd(pN);  

  } 

  // ... 

  // аналогичные вызовы подъёма доски с 3 других сторон –  

  // текст этих вызовов опущен 

  // ... 

  Old.Add(pOld); 

  return 0; 

} 

Заметим, что можно упростить полный перебор (т.е. сократить 

число рассматриваемых позиций) разными способами – и не только 

не рассмотрением одного и того же хода два раза подряд (т.е. исполь-

зованием поля nLast). Однако мы не будем подробнее обсуждать этот 

момент – мы надеемся вернуться к нему в статье-продолжении.   

3. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВЕДЕНИЯ О МИНИМИЗАЦИИ  

НЕДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ 

Даже для не очень полного введения в задачу минимизации недетер-

минированных конечных автоматов (НКА), поставленную ещё, на-

пример, в книге [16], нужен значительно больший объём текста, чем 

может вместить данная статья. Некоторые вопросы минимизации 

НКА, описывающие подход авторов, приведены в работах [3, 7, 8] 

и др. 4; некоторые альтернативные подходы можно увидеть, например, 

в [18, 19, 20] и по ссылкам, приведённым в этих работах. Однако мы 

надеемся, что приведённый нами в данном разделе текст вполне до-

статочен для почти полного понимания как рассматриваемой нами да-

лее теории, так и приведённых далее, в части II, алгоритмов и про-

грамм на Си++. Итак, рассмотрим недетерминированные конечные 

автоматы – причём т.н. автоматы Рабина-Скотта (Медведева).  

К классической теории, изложенной, например, в [16, 21], очень 

важно добавить следующее замечание. Для каждого автомата можно 

легко построить т.н. зеркальный (изменив на противоположные 

направления всех его стрелок – дуг, входов и выходов) – который за-

                                                 
4  В [8] мы назвали этот подход «подходом Полака» – следуя, например, работе 

последнего [17]. 
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даёт зеркальный язык (где каждое слово исходного языка читается 

справа налево).  

 
                             Рис. 5                                                                    Рис. 6 

 

 
                            Рис. 7                                                                      Рис. 8 

Рассмотрим простой пример. Пусть исходный автомат изображён 

на рис. 5, а эквивалентный ему канонический – на рис. 6. Отметим, 

что при этом в процессе детерминизации определяется т.н. соответ-

ствие вершин: вершине 1 соответствуют две вершины – A и B5,  вер-

шине 2 – только B, а вершине 3 – только C.  

Теперь рассмотрим зеркальный (для исходного) автомат – он 

приведён на рис. 7; стóит отметить, что в нашем примере зеркальный 

автомат фактически совпадает с исходным (может быть получен из 

него переименованием вершин) – но, вообще говоря, это, конечно, не 

обязательно.  

Детерминированный (канонический) автомат для зеркального 

приведён на рис. 8; он совпадает с автоматом, приведённым на рис. 6 

– но в общем случае такой факт тоже, вообще говоря, неверен. А со-

ответствие вершин в случае зеркальных автоматов и языков таково: 

вершине 1 соответствуют вершины X и Y, вершине 2 – только Z, а 

вершине 3 – только Y. 

При этом мы получили ещё более важную информацию: вершина 

                                                 
5  Например, вершина 1 соответствует вершине B в связи со следующим фак-

том. Существует слово, прочтя которое первый автомат может находиться в 

1, а второй – в B. Таким словом может быть, например, слово из одной буквы 

a – и отметим, что это не единственный возможный вариант. Более подроб-

ные пояснения, а также все остальные случаи соответствия вершин не рас-

сматриваем. 
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B (на рис. 6) «через» вершину 2 (на рис. 5 и 7) соответствует вершине 

Z (на рис. 8); аналогично вершина C – вершине Y, а каждая из вершин 

A и B («через» вершину 1) – каждой из вершин X и Y. Таким образом, 

получается таблица соответствия вершин автоматов, приведённых 

на рис. 6 и 8 (канонических для заданного и зеркального языков) – в 

нашем примере такая таблица приведена на рис. 9 (слева – более 

наглядный, справа – более формальный её варианты): 

 
Рис. 9 

При этом важно отметить, что каждая такая таблица соответству-

ет даже не автомату, а задаваемому им языку; с подобными таблицами 

мы и будем работать в дальнейшем. Более того, можно доказать, что 

любая матрица (прямоугольная таблица), заполненная 0 и 1 и имею-

щая специальные просто формулируемые «хорошие» свойства6, мо-

жет являться таблицей соответствия вершин некоторого конечного 

автомата; см. [22, 23] и др. 

Мы продолжим рассматривать наш подход к реализации метода 

ветвей и границ в части II настоящей статьи.   
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Abstract. The main purpose of the paper is the consideration of the method for easily 

implementation of the solutions for a class of search problems. It can be called the ap-

proach to the implementation of complex algorithms that are based on branch and 

bound method, which includes many more of the same type of heuristics. This uniformi-

ty is that the heuristics themselves virtually did not change, are carried out with the tran-

sition from one task to another. Therefore, we call this method by multiheuristic ap-

proach. Often, this method gives a set of heuristic algorithms for practical solutions of 

some NP-hard problem.  

According to the authors, in many scientific publications devoted to description of the 

algorithms, as well as various books, the very implementation of the programs is in fact 

a “taboo”. Moreover, there occurs often a bad situation: the texts of programs given in a 

very good book seem a little “unfinished”, because the authors do not pay attention to 

the “pure programming” questions. 

And the second purpose of this paper is considering a specific example of one of these 

tasks, and it includes a review of the basics of the mathematical theory required for its 

solution. In this paper, we give an elementary exposition of the theory of minimization 

of nondeterministic finite automata; rather, we consider its part, which is used for pro-

grammers, which do not need to look this area in detail. 
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Квадратичная проективная регрессия
как метод обучения

в разрежённых пространствах
высокой размерности ∗
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Аннотация. Проблема обучения с учителем в разрежённых про-
странствах высокой размерности пространства входов становится
всё более актуальной в последние годы. К сожалению, большин-
ство классических методов, используемых в задачах с малой раз-
мерностью пространства входов, неприменимы с случае высокой
размерности из-за низкого качества и высокой вычислительной
сложности. Так, линейные методы хоть и обладают низкой вычис-
лительной сложностью, но демонстрируют низкое качество пред-
сказания, так как неспособны учесть сложные зависимости между
признаками. Нелинейные методы, напротив, учитывают зависимо-
сти между признаками более чем первого порядка, но их вычис-
лительная сложность при этом обычно растёт экспоненциально.

Для борьбы с так называемым «проклятием размерности» тра-
диционно применяются методы, уменьшающие размерность про-
странства входов с помощью тех или иных преобразований. Су-
щественным недостатком подобных методов является то, что они
не учитывают значения выходов модели, рискуя таким образом
при снижении размерности отбросить важную для предсказания
значения выходов модели информацию.

Одним из важных результатов в задаче обучения в разре-
жённых пространствах стал предложенный в 1981 году метод
Projective Pursuit Regression, состоящий из последовательного при-
менения линейной проекции и непараметрического оценивания.
Ещё одним важным шагом стал предложенный в 2010 метод
Factorization Machines, моделирующий зависимости от комбинаций
признаков не напрямую, а через скалярное произведение соответ-
ствующих им факторных векторов. Таким образом, Factorization

∗ c© А. А.Сенов, 2015.
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Machines одновременно даёт возможность оценивать зависимости
более чем первого порядка и при этом избегает экспоненциального
роста числа параметров и вычислительной сложности.

В настоящей работе для решения задачи обучения с учите-
лем в разрежённых пространствах высокой размерности предла-
гается метод квадратичной проективной регрессии, идеологиче-
ски схожий с Projective Pursuit Regression. Важным отличием яв-
ляется то, что после операции линейной проекции вместо непа-
раметрической функции используется квадратичная, тем самым
упрощается вычисление и моделируются взаимосвязи между при-
знаками второго порядка. В работе оценивается вычислительная
сложность метода квадратичной проективной регрессии. Наконец,
превосходство метода квадратичной проективной регрессии над
Factorization Machines определяется посредством эксперимента на
реальных данных.
Ключевые слова и фразы: стохастическая оптимизация; высо-
кая размерность; квадратичная регрессия; проективные методы.

1 Введение

В настоящее время различные алгоритмы машинного обучения по-
лучают всё более широкое применение в различных областях: рас-
познавании образов, текстовом поиске, управлении беспилотными
автомобилями и летательными средствами, противомошеннических
системах, кредитном скоринге, рекомендательных системах [1, 2]. В
особенности это относится к такому подразделу машинного обуче-
ния, как обучение с учителем. Задача обучения с учителем заклю-
чается в восстановлении функциональной зависимости между объ-
ектами входов и объектами выходов на основании так называемого
тренировочной (обучающей) выборки — множества пар (объект вхо-
да, объект выхода). При этом на практике в качестве объектов входа
и выхода рассматриваются не элементы произвольных множеств, а
векторы и скаляры соответственно [3]. При этом размерности век-
тора входов в литературе, связанной с машинным обучением и ана-
лизом данных, принято называть признаками.
В последние годы всё большее распространение получают зада-

чи, в которых размерность пространства входов крайне высока; она
достигает 106 и более [1, 4]. Стоит отметить, что рост размерности
пространства входов часто не связан с качественным ростом содер-
жащейся в них информации: обычно лишь крайне небольшое чис-
ло элементов векторов входов отличны от нуля. Отчасти это связа-
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но с применением такого метода векторного кодирования объектов,
как “one hot encoding” [5], который представляет каждую качествен-
ную характеристику объекта в виде многомерного вектора, чья раз-
мерность равна количеству допустимых значений признака, и лишь
один элемент которого отличен от нуля. Если рассмотреть такую
категориальную характеристику, как идентификатор пользователя,
то причина появления векторов размерности 106 станет вполне оче-
видной.
Высокая размерность делает трудноприменимыми многие алго-

ритмы обучения, в особенности те, которые учитывают зависимо-
сти признаков более чем первого порядка. В частности, это связано
с экспоненциальным ростом вычислительной сложности некоторых
алгоритмов вместе с ростом размерности пространства входов, или
же с деградацией качества предсказания алгоритмов. Комплекс про-
блем, возникающий в многомерных пространствах, принято назы-
вать «проклятием размерности» [1, 4]. Таким образом, крайне акту-
ально видится развитие методов обучения, которые, с одной сторо-
ны, способны учитывать зависимости выходной переменной от при-
знаков более чем первого порядка, а с другой стороны, могут быть
эффективно применены в случае высокой размерности пространства
входов.
В 2010 году был предложен метод обучения с учителем

“Factorization Machines” [6], учитывающий зависимости второго по-
рядка за счёт эффективного использования разрежённости про-
странства входов. Данный метод продемонстрировал простоту ре-
ализации и интерпретации, а также превосходство над некоторы-
ми другими алгоритмами в смысле точности предсказания, такими
как метод опорных векторов (SVM) и метод ближайших соседей
(KNN) [6, 7].
В настоящей работе предложен новый алгоритм квадратичной

проективной регрессии, предназначенный для эффективного обуче-
ния в разрежённых пространствах высокой размерности и способ-
ный при этом учитывать зависимости второго порядка. Метод осно-
ван на последовательном применении операций линейной проекции
и квадратичной регрессии, он рассматривается как альтернатива ме-
тоду Factorization Machines как одному из наиболее эффективных
методов обучения в задачах высокой размерности как в смысле точ-
ности предсказания, так и в смысле вычислительной сложности.
Статья организована следующим образом. В разделе 2 рассматри-
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вается постановка задачи обучения c учителем и классические мето-
ды её решения. В разделе 3 описываются основные причины и при-
меры высокой размерности и разрежённости пространства входов.
В разделе 4 описываются проблемы, возникающие у большинства
методов обучения с учителем в разрежённых пространствах высо-
кой размерности, и описывается алгоритм Factorization Machines. В
разделе 5 приводится описание модели квадратичной проективной
регрессии, алгоритма оценки параметров модели методом стохасти-
ческого градиентного спуска, а также анализ его вычислительной
сложности. В разделе 6 приводится экспериментальное сравнение
алгоритмов проективной регрессии и Factorization Machines на ос-
нове практической задачи обучения. Наконец, в разделе 7 делаются
выводы и предлагаются дальнейшие направления исследований.

2 Обучение с учителем

2.1 Постановка задачи
Классически задача обучения с учителем заключается в восстанов-
лении функциональной зависимости f : Rp → T на основе обуча-
ющего множества (тренировочного, эталонного, множества преце-
дентов) независимых одинаково распределённых наблюдений (пар
вход-выход): Z = {x(i), y(i)}N1 [3]. В качестве T обычно рассматрива-
ется либо множество R — тогда подобную задачу называют задачей
(восстановления) регрессии, либо множество {0, 1} — тогда задачу
называют задачей двуклассовой (0 и 1) классификации. Требуется
найти такую функциональную зависимость f(x), чтобы ошибка на
Z, называемая эмпирическим риском, была минимальна [3]:

L(f|Z) =
∑

(x,y)∈Z

`(y, f(x))→ min
f
, (1)

где ` — функция ошибки на одном наблюдении, выбираемая в за-
висимости от типа выходного пространства T . Так, для задачи ре-
грессии наиболее распространённой является квадратичная функ-
ция ошибки:

`(y, f(x)) = (f(x) − y)2,

а для задачи классификации — логистическая функция потерь:

`(y, f(x)) = log
(
1+ e−yf(x)

)
.
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2.2 Обзор методов обучения с учителем
Существует множество методов обучения с учителем, как для ре-
грессии (линейная регрессия, искусственная нейронная сеть, K бли-
жайших соседей, полиномиальная регрессия, ядерные оценки), так
и для классификации (логистическая регрессия, метод опорных век-
торов, наивный байесовский классификатор, деревья решений).
Стоит отметить, что большинство алгоритмов обучения с учите-

лем состоят из:

• параметрической модели функциональной зависимости y от x:
ŷ = f(x|θ).

• метода поиска оптимального значения параметра, доставляю-
щего минимум функции потерь (1): θ̂ = argmin

θ

L(f(·, θ)|Z).

С точки зрения вида функции f(x|θ) методы обучения с учителем
делятся на два основных типа [4].

• Линейные методы, методы первого порядка – в которых раз-
личные признаки (измерения вектора x) входят в модель
(функцию f(x|θ)) в виде линейной комбинации, т.е. функция f
представима в виде

f(x|θ) = f′(

p∑
i=1

xiβi|α), где θ = (β1, . . . , βp, α).

• Нелинейные методы, методы более чем первого порядка, не
являющиеся линейными – способные учитывать не только ин-
дивидуальные значения признаков (измерений вектора x), но
и их комбинации.

Одним из наиболее распространённых линейных методов являет-
ся линейная регрессия, модель которой записывается следующим
образом:

f(x|θ, θ0) = θ0 + x
ᵀθ1 .

Линейные методы обладают несколькими преимуществами: они
легко поддаются интерпретации, имеют сравнительно низкую вы-
числительную сложность, а в некоторых случаях допускают явное
выражение оптимального значения параметра θ̂ = argminL как
функции от Z (как, например, метод наименьших квадратов [8]).
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Однако линейные методы обладают существенным недостатком: они
неспособны учесть нелинейные зависимости между входом x и вы-
ходом y, и, тем самым, в большинстве случаев не могут достичь
оптимальной точности.
Таким образом, линейные методы неприменимы в задачах, где

имеют место высокие требование к точности предсказания. В этой
работе мы сконцентрируемся на рассмотрении именного такого
класса задач: задач, в которых необходимо учитывать нелинейные
зависимости от признаков, – зависимости второго порядка.

3 Разрежённые пространства
высокой размерности

В связи с постоянным ростом объема данных всё более остро встаёт
проблема обучения в условиях высокой размерности пространств
векторов входов. Одной из причин высокой размерности являет-
ся использование такой техники кодирования объектов входов, как
“One Hot Encoding” (OHE). OHE используется в случаях, когда объ-
ект входа обладает множеством качественных (категориальных) ха-
рактеристик, и заключается в следующем: все качественные харак-
теристики объектов входов вместе с их возможными значениями ну-
меруются и каждому объекту сопоставляется вектор x, где xi = 1,
если соответствующая характеристика объекта равна соответству-
ющему значению, и xi = 0, если нет.
Приведём несколько распространенных примеров использования

техники One Hot Encoding.

1. Обработка текстов.
Для использования в документов в тех или иных алгоритмах
обучения их сперва необходимо представить в векторном в ви-
де. One Hot Encoding здесь применяется следующим образом:
слова рассматриваются как категориальная характеристика (а
каждое конкретно слово – её значение), и каждый документ
кодируется в виде вектора x, чьи ненулевые значения соответ-
ствуют содержащимся в нём словам.

2. Рекомендательные системы.
Одна из задач рекомендации – определить вероятность то-
го, что конкретный пользователь купит конкретный товар. В
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данном случае в качестве объекта входа рассматривается па-
ра (пользователь, товар), пользователи нумеруются числами
1 ≤ i ≤ N, а товары – 1 ≤ j ≤ M (N – количество пользова-
телей, M – количество товаров). Тогда объект (пользователь,
товар) кодируется в виде вектора x, где

xl =

{
1, l ∈ {i,N+ j},

0, в остальных случаях,

где i – номер пользователя, а j – номер товара.

3. Категориальные признаки.
В случае, когда объект входа обладает категориальным при-
знаком, принимающим C различных значений (например, цвет
можно рассмотреть как категориальный признак, принимаю-
щий одно из семи значений: красный, оранжевый, желтый, зе-
леный, голубой, синий, фиолетовый), его можно закодировать
в виде вектора размерностью C:

xl =

{
1, признак принял значение номер l ≤ C− 1,

0, в остальных случаях.

One Hot Encoding естественным образом применяется для преоб-
разования объектов векторном виде во множестве задач, связанных
с машинным обучением. Из использования этой техники кодирова-
ния следует два важных факта.

1. Размерность векторного представления объекта крайне высо-
ка. Так в первом примере она равна размеру словаря (p может
достигать 106), во втором – количеству пользователей и това-
ров (p может достигать 107).

2. Полученные векторы имеют разрежённую структуру – их зна-
чение отлично от нуля лишь в небольшом количестве измере-
ний. Так, в случае текстов число ненулевых значений равно
числу уникальных слов в тексте, а в случае рекомендаций оно
равно 2.

Из этих особенностей следует тот факт, что большинство мето-
дов обучения с учителем неприменимо из-за вышеупомянутого про-
клятия размерности [4, 9] – их вычислительная сложность вместе с
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ростом размерности p растёт экспоненциально. Подобная проблема
свойственна, например, для метода ближайших соседей, деревьев ре-
шений, ядерных оценок, полиномиальной регрессии. С другой сторо-
ны, данные имеют разрежённую структуру – реальная размерность
каждого вектора входа гораздо меньше фактической, что потенци-
ально может быть использовано при обучении.

4 Обучения с учителем в разрежённых
пространствах высокой размерности

В этом разделе мы рассмотрим особенности обучения в простран-
ствах высокой размерности. Так, мы покажем, какие именно слож-
ности связаны с применением классических нелинейных методов
(квадратичной линейной регрессии) и опишем метод Factorization
Machines, который на данный момент является одним из передовых
в задаче обучения с учителем в разрежённых пространствах высо-
кой размерности.

4.1 Квадратичная линейная регрессия
Модель квадратичной регрессии записывается следующим образом:

fSLR (x|{α,β,ωi,j}1≤i≤j≤p) = α+

p∑
i=1

xiβi +
∑

1≤i≤j≤p

xixjωi,j .

В задачах с высокой размерностью квадратичная линейная ре-
грессия требует оценки порядка O(p2) параметров, что может быть
крайне затруднительно. Более того, в силу разрежённости векторов
входов некоторые параметры модели просто не могут быть досто-
верно оценены, потому что в обучающей выборке соответствующие
комбинации ненулевых признаков не встречаются или встречаются
крайне редко. Так, например, параметр ωi,j не может быть досто-
верно определён, если в обучающей выборке нет векторов входов x,
у которых xi 6= 0 и xj 6= 0.

4.2 Метод Factorization Machines
В работе [6] была предложена нелинейная модель обучения с учи-
телем Factorization Machines (далее FM), сопоставляющая каждому
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признаку (измерению) вектора входов вектор факторов. Таким об-
разом, в методе FM через скалярные произведения этих факторных
векторов моделируются нелинейные взаимодействия между призна-
ками.
Модель FM записывается следующим образом:

fFM(x|ω0,ω1, ν1, . . . , νp) = α+ xᵀβ+
∑

1<i<j<p

< νi, νj > xixj, (2)

где α ∈ R, β ∈ Rp, νi ∈ RK ∀i = 1..p, K << p.
Как видно, модель крайне проста и состоит из двух типов слагае-

мых:

• α + xᵀβ – линейное слагаемое, соответствующее линейной ре-
грессии, описывающее линейную зависимость между y и при-
знаками xi;

• < νi, νj > xixj – квадратичное слагаемое, описывающие влия-
ние между y и xixj (взаимодействие признаков xi и xj).

Стоит отметить, что особенностью и основным преимуществом FM
является то, что взаимодействие признаков xi и xj выражается не
явно через параметр ωi,j (как это делается, например, в квадра-
тичной регрессии), а неявно через скалярное произведение соответ-
ствующих векторов факторов νi и νj. Подобный приём аналогичен
методам матричной факторизации, где оригинальная матрица при-
ближается произведением двух (и более) факторных матриц, таким
образом каждый её элемент представляется в виде произведения
двух (и более) столбцов факторных матриц.
Выделим основные преимущества данного подхода (согласно [6]).

• Количество параметров линейно зависит от размерности про-
странства входов.

• Решается проблема малого числа измерений c ненулевым про-
изведением xixj. Поскольку значение фактора νi оценивается
на всех наблюдениях, где xi 6= 0, это позволяет получить значе-
ние оценку коэффициента взаимодействия xi и xj (< νi, νj >)
даже в случае отсутствия наблюдений, для которых xi 6= 0 и
xj 6= 0 одновременно.
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• Низкая вычислительная сложность. В силу простоты взаимо-
действия факторов νi, νj (через скалярное произведение), зна-
чение функции fFM(x|·) может быть вычислено за O

(
µ2xK

)
, а

значение её градиента по νi – за O
(
µ2xK

)
, где µx – количество

измерений x, отличных от нуля.

В работе [7] были предложены методы оценки параметров fFM на
основе стохастического градиентного спуска, чередующего метода
наименьших квадратов (alternating least squares) и метода Монте-
Карло по цепями Маркова. Так, алгоритм оценки на основе стоха-
стического градиентного спуска имеет вычислительную сложность
порядка O (TKµavg), где T – количество итераций, K – количество
факторов, а µavg – среднее количество ненулевых элементов в век-
торах входов x.
В следующем разделе мы предложим метод, обладающий преиму-

ществами как схожими с Factorization Machines, так и некоторыми
дополнительными.

5 Метод квадратичной
проективной регрессии

В этом разделе мы опишем метод квадратичной проективной регрес-
сии, рассмотрим его модель, способ оценки ее параметров посред-
ством стохастического градиентного спуска (далее SGD – stochastic
gradient descent), а также обсудим его теоретические и вычислитель-
ные свойства.

5.1 Модель квадратичной
проективной регрессии

Начнём с модели квадратичной проективной регрессии. Она запи-
сывается следующим образом.

f(x|{α,β0, . . . , βK}) = α+ xᵀβ0 +

K∑
k=1

(xᵀβk)
2
, (3)

где α ∈ R, β0 ∈ Rp, βk ∈ Rp ∀k = 1..K, K << p.
Модель состоит из следующих слагаемых:
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• α+ xᵀβ0 – линейное слагаемое;

• (xᵀβk)
2 – квадратичные проективные слагаемые, которые в

свою очередь является композицией двух функций:

– xᵀβk – проекции, за счёт которой решается проблемы вы-
сокой размерности,

– (·)2 – квадратичной функции, за счёт которой достигается
нелинейность и становится возможным учитывать взаи-
мосвязи признаков.

Оригинальным в этой модели являются именно квадратичные про-
ективные слагаемые. Как мы упоминали ранее, квадратичная ре-
грессия неприменима в задачах с высокой размерностью, так как
требует оценки порядка O(p2) параметров. В квадратичной проек-
тивной регрессии эта проблема решается тем, что размерность фак-
тически снижается с p до K за счёт проекции, и единственные пара-
метры, которые требуется оценить (за исключением участвующих в
линейной комбинации) – это параметры проекции β1, . . . , βK.
Стоит отметить, что модель квадратичной проективной регрессии

схожа с моделью Projection Pursuit Regression [10] – c тем лишь от-
личием, что вместо непараметрических оценок плотности использу-
ется квадратичная функция. Кроме того, важным отличием явля-
ется область применения. Projection Pursuit Regression используется
преимущественно для задач, где векторы входов имеют относитель-
но небольшую размерность и мало нулевых значений, в то время
как квадратичная проективная регрессия нацелена на задачи, где
векторы входов разрежены и имеют высокую размерность.
Кроме того, такой подход схож с подходом, используемым в ме-

тодах снижения размерности. Такие методы, как PCA, ICA, MDS
используют линейные и нелинейные проекции векторов входов из
пространства высокой в пространство низкой размерности. Важным
отличием является то, что проекции, которые находит квадратич-
ная проективная регрессия, как будет показано далее, выбираются
из соображений минимизации функции ошибки (1), в то время как
методы снижения размерности не учитывают значения выходной
переменной при построении проекций.
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5.2 Оценка параметров
квадратичной проективной регрессии

В силу того, что функция ошибки L выпукла по параметрам
{α,β0, . . . , βK}, для определения параметров может быть использо-
ван любой метод выпуклой оптимизации. Задачи, связанные с высо-
кой размерностью, часто сопряжены и с больши́м числом измерений
N (как, например, в задаче рекомендаций, или обработки текстов),
поэтому целесообразным является использование такого метода, как
стохастический градиентный спуск (далее, SGD – stochastic gradient
descent), относящегося к более широкому классу методов стохасти-
ческой аппроксимации [11]. Особенностью SGD является то, что он
экономит вычислительные ресурсы в случае большого числа измере-
ний и де-факто является стандартом в задачах машинного обучения
с большим количеством измерений (т.н. large scale learning) [12].
Основная идея SGD заключается в последовательном рассмотре-

нии наблюдений (x, y) ∈ Z и движении против градиента функции
ошибки на этом наблюдении:

θ(t) = θ(t−1) − η∇θ
(
x|θ(t−1)

)
,

где θ – параметры модели ({α,β0, . . . , βK}), η – шаг алгоритма, а t –
номер итерации.
Приведённый ниже алгоритм 1 представляет более подробное опи-

сание процедуры оценки параметров квадратичной проективной ре-
грессии посредством стохастического градиентного спуска, выпол-
няемого поочерёдно по каждому из параметров {α,β0, . . . , βK}. Сто-
ит отметить, что он явно использует разрежённость векторов входов
для уменьшения числа операций посредством I – списка ненулевых
признаков (измерений) вектора x.

5.3 Свойства квадратичной
проективной регрессии

Приведём несколько утверждений относительно вычислительной
сложности квадратичное проективной регрессии.

Замечание 1. Пусть число ненулевых элементов x равно в среднем
µmean, доступ по индексу к элементам векторов {βk}

K
0 и x выпол-

няется за O (1), а список индексов ненулевых значений вектора x
I = {i ∈ {1..p} : xi 6= 0} может быть получен за O (|I |).
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Тогда вычислительная сложность модели (3) есть в среднем
O (Kµmean).

Замечание 2. Пусть число ненулевых элементов x не превышает
µmax, доступ по индексу к элементам векторов {βk}

K
0 и x выпол-

няется за O (1), а список индексов ненулевых значений вектора x
I = {i ∈ {1..p} : xi 6= 0} может быть получен за O (|I |).
Тогда вычислительная сложность модели (3) не превышает
O (Kµmax).

Замечания 1 и 2 очевидным образом следуют из того, что скаляр-
ное произведение двух векторов, один из которых имеет ненулевые
значения лишь на индексах I, может быть получено за O (|I |).
Используя аналогичные идеи, можно доказать следующее утвер-

ждение.
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Утверждение 1 Пусть число ненулевых элементов x равно в
среднем µavg, доступ по индексу к элементам векторов {βk}

K
0 и x

выполняется за O (1), а список индексов ненулевых значений век-
тора x I = {i ∈ {1..p} : xi 6= 0} может быть получен за O (|I |).
Тогда вычислительная сложность алгоритма 1 есть в среднем
O (TKµavg).

Доказательство. Операции вне цикла по t не оказывают суще-
ственного влияния на асимптотическую сложность. Поэтому разбе-
рём каждую операцию внутри цикла согласно номеру строки:

8 – выполняется за O (1) по согласно условиям;

9 – выполняется за O (Kµavg) согласно замечанию 1;

10 – выполняется за O (1) как операция над скалярами;

12 – выполняется за O (1) как операция над скалярами;

16 – выполняется за O (1) как операция над скалярами (значе-
ния xᵀβ(t−1)

k уже вычислены в строке 9 и могут не считаться
повторно).

Так как на одной итерации операция на строке 8 выполняется 1 раз,
на строке 9 – 1 раз, на строке 10 – 1 раз, на строке 12 – K раз,
а на строке 16 – Kµavg раз, то общая вычислительная сложность
одной итерации в среднем есть O (Kµmax). Отсюда вычислительная
сложность алгоритма в среднем O (TKµavg).

Замечание 3. Аналогичным образом может быть доказано и утвер-
ждение с ограничением на максимальное количество ненулевых эле-
ментов µmax.

Таким образом, вычислительная сложность модели и алгоритма
оценки параметров квадратичной проективной регрессии совпадает
с вычислительной сложностью модели и алгоритма оценки парамет-
ров модели Factorization Machines.

6 Практическое сравнение
с методом Factorization Machines

В этом разделе мы проведем практическое сравнение квадратич-
ное проективной регрессии с методом Factorization Machines. Для
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сравнения мы использовали данные MovieLens-100K [13], собран-
ные исследовательской группой GroupLens. Эти данные содержат
информацию о 100 000 рейтингах, проставленных пользователями
интернет-сервиса MovieLens в период с 19 сентября 1997 г. по 22
апреля 1998 г. Рейтинги организованы как записи вида

(идентификатор пользователя, идентификатор кинофильма, рейтинг, время),

разделённые запятой; при этом значение рейтинга принимает зна-
чения от 1 до 5.
Для сравнения методов Factorization Machines и квадратичной

проективной регрессии они были реализованы на языке програм-
мирования Python [14] с использованием библиотеки SciPy [15] для
операций над разрежёнными данными. Для оценки параметров обе-
их моделей использовался стохастический градиентный спуск – см.
алгоритм 1 из [7] и рассмотренный нами выше алгоритм 1 (из на-
шей статьи) соответственно. При этом оба метода использовались
следующим образом.

1. Каждый рейтинг из данных MovieLens был преобразован в па-
ру вход-выход x, y, где y – значение рейтинга, а x – результат
One Hot Encoding на паре (идентификатор пользователя, иден-
тификатор кинофильма); при этом детали применения OHE
для задачи рекомендаций см. в разделе 3. Таким образом, раз-
мерность пространства входов составила d = 2623, µavg = 2,
µmax = 2.

2. Множество Z = {x, y} случайным образом разделено на тре-
нировочную и т.н. валидационную части: Ztrain и Zvalid в про-
порции 9 : 1.

3. Параметры моделей Factorization Machines и квадратичной
проективной регрессии были оценены на множестве Ztrain c
использованием следующих значений параметров:

• K = 10,

• T = 700000,

• η = 0.01,

• λ = 0.01.

https://movielens.org/
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4. Каждые 10 000 итераций ошибка предсказания обеих моделей
оценивалась на валидационном Zvalid и тренировочном Ztrain
множествах. В качестве ошибки был выбрана среднеквадра-
тичная ошибка MSE (Mean Squared Error):

MSE
({
y(i)
}
i∈I
,
{
y
(i)
pred

}
i∈I

)
=
1

|I |
∑
i∈I

(
y(i) − y

(i)
pred

)2
,

где I – множество индексов, соответствующее Zvalid или Ztrain.

На приведённом рисунке изображён график среднеквадратичной
ошибки по мере тренировки обеих моделей как на тренировочной,
так и для валидационной выборках согласно описанной выше схеме.
При этом явно видно превосходство квадратичной проективной ре-
грессии над Factorization Machines: начиная с итерации 50 000 ошиб-
ка первого в среднем меньше на 0.06, что в процентном соотношении
означает улучшение на 6.8%. Кроме того, как можно заметить, по-
следние 200 000 итераций ошибка на валидационной выборке у обоих
методов не уменьшается при почти монотонном убывании ошибки на
тренировочной выборке. Таким образом обучение практически оста-
новилось и имеет место ситуация т.н. «переобучения» (overfitting),
исходя из чего рассмотрение последующих итераций излишне.
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7 Заключение

В этой работе мы рассмотрели задачу обучения с учителем в услови-
ях разрежённого пространства входов высокой размерности, а также
связанные с этим вопросы сложности, которые делают большинство
нелинейных методов обучения с учителем неприменимыми. Для ре-
шения таких проблем мы предложили алгоритм квадратичной ре-
грессии, вычислительная сложность обучения которого зависит от
размерности пространства входов p линейно, а сложность предска-
зания значения выхода y по данному вектору входа x зависит лишь
от числа ненулевых элементов в векторе.
Для оценки параметров модели квадратичной проективной ре-

грессии нами предложен алгоритм на основе стохастического гра-
диентного спуска и оценена его вычислительная сложность. Нако-
нец, проведено экспериментальное сравнение метода квадратичной
проективной регрессии с другим передовым методом обучения в
разрежённых пространствах высокой размерности – Factorization
Machines. Эксперименты показали сравнимое время выполнения
обоих алгоритмов при явном преимуществе квадратичной проектив-
ной регрессии в качестве предсказания.
В дальнейшем мы планируем сделать несколько усовершенство-

ваний алгоритма. Так, планируется исследовать возможность при-
менения других, в том числе рандомизированных алгоритмов для
оценки параметров модели вместо стохастического градиентного
спуска. Например алгоритм Роббинса-Монро, или рандомизирован-
ный алгоритм стохастической аппроксимации (РАСА), который осо-
бенно эффективен в случае помех в наблюдениях [8]. Кроме того,
планируется исследовать возможность использования , более слож-
ных чем квадратичная, в том числе параметрических функций, для
аппроксимации значения выхода y проекциями x.
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Abstract. Supervised learning in high-dimensional sparse spaces becoming
increasingly important nowadays. Unfortunately, most classic supervised learning
methods are inapplicable in high-dimensional spaces due to decreasing accuracy
and increasing computational complexity. Thus, even though linear methods has low
computational complexity, their show poor prediction quality because they can not
take into account complex dependencies between features. On the other hand, non-
linear methods, take complex dependencies into account, but their computational
complexity grows exponentially together with it.
Dimensionality reduction techniques is the most common tool against the curse of
dimensionality, which consist in reducing the dimensionality of input space by some
kind of transformation, e.g. projection. Major drawback of such methods is that
they does not take model output values into account, thus loosing some information
which is important for prediction.
One the main results in supervised learning in sparse high-dimensional spaces
problem is Projective Pursuit Regression method. It consists of consecutive
operations of linear projection and non-parametric estimation. Another important
result is a Factorization Machines method, which modeling interaction between
features not explicitly, but via scalar product of corresponding factor vectors. Thus,
Factorization Machines obtain both low computational complexity and ability to
estimate inter-features dependencies.
In this paper we propose a method called quadratic projective regression for
supervised learning in sparse high-dimensional spaces problem. This method share
the same idea with Projective Pursuit Regression method, but uses quadratic
function in the last step instead of non-parametric one. We show theoretical estimate
of computational complexity of the proposed method. Finally, we demonstrate the
superiority of quadratic projective regression against Factorization Machines by
experiment on real data.
Keywords and phrases: supervised learning; stochastic optimization; high
dimensions; quadratic regression; projective methods.
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